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1. Hausdorff容量および測度

この講演では (X; �) は常に可分距離空間とする。hを計測関数とする、すなわち hは
(0;+1)上で正値 (狭義)単調増加連続関数とし h(+0) = 0 を満たすとする。Borel集合
E � Xおよび t 2 (0;+1]に対して

Ht
h(E) = inf

(X
j

h(diamUj);E �
[
j

Uj; diamUj < t

)

とし、Hh(E) = limt!0Ht
h(E)と定める。Hh(E)はEのHausdor� h-測度と呼ばれ、H1h (E)

は Eの Hausdor� h-容量と呼ばれる。H1h (E) > 0,Hh(E) > 0であることに注意する。

2. 一般化容量

一般化容量はユークリッド空間の部分集合については Frostman の学位論文 [1]により
初めて定義が与えられた。距離空間への一般化および結果の精密化については亀谷 [2]に
よる。
関数 � : (0;1)! R を容量核とする、すなわち、連続 (狭義)減少関数で �(+0) = +1

を満たすものとする。有界Borel集合 E に対して P (E)をEに台を持つX上の Borel確
率測度全体のなす集合とする。また、P0(X)を有界集合に台を持つようなX上のBorel確
率測度全体とする。� 2 P0(X)の �-ポテンシャル u�� を

u�� (x) =

Z
X

�(�(x; y))d�(y); x 2 X;

によって定める。すると u�� はX上で下半連続である。さらに有界Borel集合Eに対して

V �(E) = inf
�2P (E)

ku��k1; ここに ku��k1 = sup
x2X

u�� (x);

とし、Eの �-容量を
C�(E) = ��1(V �(E))

によって定める。このとき

C�(E) � inf
x2E

sup
y2E

�(x; y) � diamE

に注意する。
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3. Hausdorff容量と一般化容量との関係

次の結果は Erd�os-Gillisの結果の一般化である。

定理 1 (Kametani [2]). hを計測関数とし EをXのBorel部分集合とする。�(x) =
1=h(x) とするとき、Hh(E) <1 ならば C�(E) = 0である。

この定理は定性的なものだが、主張は弱くなるものの、定量的な結果も示される。[2]
にこの主張は明示的には現れないが、証明から読みとれる: EをXのコンパクト部分集
合とし、� = 1=hとする。このとき

1

V �(E)
� H1h (E)

が成り立つ。また、逆向きの評価は、(X; �)がユークリッド空間である場合には次のよう
な形で示される。（これも [2]には明示的には現れないが、やはり証明から読みとれる。）

定理 2. X = R
n ; �(x; y) = jx � yj とし、�

R
t0

0
h(t)d�(t) < +1 が十分小さい

t0 > 0 に対して成り立つと仮定する。このとき任意のコンパクト集合E � X に対して

V �(E) � �(r0)�
An

H1
h
(E)

Z
r0

0

h(t)d�(t)

が成り立つ。ただし、ここに r0 = 2diamE で、An は次元nにのみ依存する正定数で
ある。

系 3.3 (Kametani [2]). 同じ仮定の下で H1
h
(E) > 0) C�(E) > 0 が成り立つ。

4. 密性条件

' : (0; r0)! R を非減少関数で 0 < '(r) � r; 0 < r < r0;を満たすものとする。これに
対して A'(a; r) = fx 2 X;'(r) � �(x; a) � rgと定める。
空でない閉集合 E � X が '-完全であるとは全ての a 2 Eかつ 0 < r < r0に対して

E \ A'(a; r) 6= ;が成り立つことをいう。ある定数 0 < c � 1に対して '(r) = cr とする
とき、この概念は通常の一様完全性と一致する (cf. [3], [4])。

5. 主定理

hを計測関数、' : (0; r0)! R を前節におけるような関数とする。ここで補助関数 " お
よび Æ を

h('(x=3)=2) =
exp "(x)

2
h(x) and h(2x) = h(x) exp Æ(x)

によって定義する。
� : (0; x0)! R が関数� : (0; x0)! Rの単調優関数であるとは �が非減少で 0 < x < x0

において j�(x)j � �(x) であることをいう。

定理 4. (X; �)を完備可分距離空間とする。関数 ' はある定数 0 < c < 1に対して
'(r) � cr が成り立つと仮定する。"の単調優関数 �で十分小さい x0 > 0に対してZ

x0

0

�(x)dx

x
< +1
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が成り立つものが存在すると仮定すると、任意の'-完全な閉集合Eについて H1
h
(E) > 0

が成り立つ。さらに、もし Æの単調優関数 ! で十分小さい x0 > 0についてZ
x0

0

!(x)dx

x
< +1;

を満たすものが存在するとき、'-完全なコンパクト集合 E � R で 0 < H1
h
(E) �

Hh(E) < +1を満たすものが構成できる。

なお、もし (X; �)がユークリッド空間であるならば、上の "の定義において '(x=3)=2
を '(x=3)に置き換えることができる。この場合、さらに '(r) = cr とし、h(x) = x�; こ
こで � = log 2= log(3=c);とすれば、"(x) = 0; となるので定理が適用できる。従ってこの
場合は '-完全集合E � R

nに対して H-dimE � log 2= log(3=c)が成り立つ。
しかし、より一般の 'についてはこの結果では不十分な場合がある。そこで、次のよ
うな変形も有用である。

定理 5. (X; �)を完備可分距離空間とする。関数' はある定数 c > 0; � > 1に対して
'(r) � cr� が成り立つと仮定する。"の単調優関数 �で十分小さい x0 > 0に対してZ

x0

0

�(x)dx

x log(1=x)
< +1

が成り立つものが存在すると仮定すると、任意の'-完全な閉集合Eについて H1
h
(E) > 0

が成り立つ。さらに、もし Æの単調優関数 ! で十分小さい x0 > 0についてZ
x0

0

!(x)dx

x log(1=x)
< +1;

を満たすものが存在するとき、'-完全なコンパクト集合 E � R で 0 < H1
h
(E) �

Hh(E) < +1を満たすものが構成できる。
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