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この講演では平面領域の双曲計量および双曲距離の（主に下からの）効果的な評価法に
ついて述べ、いくつかその応用を紹介する。

(双曲的と呼ばれる)境界が 2点以上からなる平面領域 
 � C の双曲計量 (Poincar�e計
量)を �
(z)jdzjにより表す。ただし、ここに双曲計量とは完備な等角的リーマン計量で
Gauss曲率が �4であるもののことをいう。また、その測地線の長さから自然に定義され
る距離を双曲距離 (Poincar�e距離)と呼び、d
(z1; z2)のように表す。このようなものは、
解析的普遍被覆写像を用いて記述することができるが、そのような写像を具体的に書き表
したり、数値的にせよ計算するのは特殊な場合を除き非常に困難である。従って、計量の
密度や、距離を評価するということが実際的な問題となる。その際、重要な役割を果たす
のが次の比較原理である。すなわち、
0;
1を双曲的平面領域で 
0 � 
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1を満たす
ものとするとき、
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が z; z1; z2 2 
0について成り立つ。従って与えられた
に対して計算しやすい上のような

0;
1を見つければよい、ということになる。
0としてよく使われるのが円板や、円環で
あり、
1 としては 2点穴あき平面 C a;b = C n fa; bgが便利である。例えば �a;b := �Ca;b

の
表示は、Agard [1]によりいくつか得られている。また、� = �1;0と置けば jb� aj�a;b(z) =
�((z � a)=(b � a))であり、�については �(�jzj) � �(z) � �(jzj)であることが知られお
り、�(�x); x > 0;についてはかなり精密な評価も知られている。
本講演では、境界点 a 2 @
を固定して得られる次のような境界の大きさを測る量

m@
(a; t) = min
n��log jb� aj � t

��; b 2 @

o

を t 2 Rについて考察し、これを用いて双曲計量の具体的な評価を与える。ここで重要な
ことは、m@
(a; t)が aを固定すれば tに関して 1-Lipschitz連続になることである。また、
@
の一様完全性は、m@
(a; t)が a 2 @
; t 2 (0; diam@
)に関して一様に有界であること
として特徴づけられる。このような考察の応用として、最近のGardiner-Lakic [2]による
次の結果の直接的証明が得られる。

定理 1. 各点 z 2 
に対して �
(z) = supf�a;b(z); a; b 2 @
gと定義する。すると �
(z) �
�
(z) � C�
(z)が、ある絶対定数C > 1について成立する。

この定理を満足する絶対定数のうち最小のものをC1と書けば、C0 � C1 � 2C0+�=4 �
10:3246となることが証明から分かる。ただし、ここに C0 = �(1=4)4=4�2 � 4:37688と
する。



さらに、このような考察を用いて双曲距離の下からの評価を与えることもできる。奇関
数 ' : R ! Rを
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によって定める。ただしここに Kは第一種完全楕円積分、すなわち
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とする。この関数について、t > 0において
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が成り立つことが分かる。これを用いて次の定理が示される。

定理 2. Nを自然数または1とし、tj; 1 � j < Nを単調増加実数列、t0 = �1; tN =1
とする。領域 
 � C n f0gの補集合が各 jに対してある点 ajで jajj = etj なるものを含
むとする。任意の jz1j � jz2jを満たす 2点 z1; z2 2 
に対して、整数 1 � k � l < N を
(tk�1 + tk)=2 � log jz1j � (tk + tk+1)=2かつ (tl�1 + tl)=2 � log jz2j � (tl + tl+1)=2を満た
すように取れば、
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が成り立つ。逆に、D = C n fetj ; 0 � j < Ngとすれば、
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が成り立つ。ここに C1は先の定理を満たす最小の絶対定数とする。

なお、'(t)=tは t � 0において単調減少、従って '(t)は劣加法的であると予想される。
上記の定理を用いて、Littlewood型の結果などが導かれる。
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