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K-擬等角写像 fが局所的には (1=K)-H�older連続であることはよく知られている。これ
は、いわば歪曲度関数

Kf (z) =
1 + j�f(z)j

1� j�f(z)j

のL1-ノルムによる評価である。ここに、�f = �@f=@fは fのBelrami係数とする。もし、
このKf の Lp-ノルムによる評価が与えられれば、このような結果の精密化と言えるであ
ろう。ここではそのような評価を実際に与え、さらにそれを用いて擬等角写像がある点に
おいて Lipschitz連続になるための十分条件を与える。
局所的な話なので、以下では D = fjzj < 1gを単位円板とし、f : D ! D をK-擬等角

埋め込みで f(0) = 0と正規化されていると仮定する。（注意：従って、f : D ! D は全射
とは限らないが、Riemannの写像定理と Schwarzの補題を用いれば全射であることを仮
定してもそれほど一般性を失わない。）まず Kf の円環上での平均と言える

Pf(r; R) =
1

2� log(R=r)

ZZ
r<jzj<R

Kf(z)

jzj2
dxdy; 0 < r < R � 1

を考える。1 � Pf(r; R) � Kであることに注意されたい。

定理 1. f : D ! D を正規化されたK-擬等角埋め込みとすると、

jf(z)j � C

�
jzj

R

�1=Pf (jzj;R)

; jzj < R

が R � 1に対して成り立つ。ここに Cは 64以下の絶対定数である。

次に、Kf � 1の円板上の平均値を定義する。

!f(t) =
1

�t2

ZZ
jzj<t

(Kf(z)� 1)dxdy; 0 < t � 1:

従って 0 � !f(t) � K � 1が任意の tについて成り立つ。これについて、次の評価が成立
する。

定理 2. f : D ! D を正規化されたK-擬等角埋め込みとすると、

jf(z)j � C(K)jzj exp

�Z 1

jzj

!f(t)

t
dt

�
; 0 < jzj < 1



が成り立つ。ここに C(K)はKにのみ依存する定数である。

これより直ちに次の系が得られる。

系 3. !fが Dini条件を満たせば、上の fは原点において Lipschitz連続である。

上で述べた主張は、実はKf の代わりに次の

Df;0(z) =

��1� �f(z)
�z
z

��2
1� j�f(z)j2

を考えても同様に成り立つことが分かるが、詳細については [1]を見られたい。
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