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この講演の目的は J�arvi-Vuorinenによる論文 \Uniformly perfect sets and quasireg-
ular mappings" (to appear in J. London Math. Soc.)の紹介である。一般次元の
Euclid空間内の一様完全集合についての一般的性質と quasiregular写像との関わりに
ついて述べられている論文であり非常に興味深い結果を多く含んでいる。
用語や標準的な記号については大竹氏・中西氏による優れた論説「Quasiregular写

像の基礎」があるのでそちらを参照して頂きたい。（特に、中西氏による第２部の記
号に出来るだけ合わせるようにした。）

1. 記号および定義

ここでは必要最小限の記号や定義を用意しておく。x 2 R
nと r > 0に対して

Bn(x; r) = fy 2 R
n ; jy � xj < rg; Bn(r) = Bn(0; r); Bn = Bn(1)

と定める。また以下では Euclid距離を d(x; y) = jx� yjで表し R
nの１点コンパクト

化Rn
= R

n [ f1gの弦距離及び球面距離をそれぞれ q; �で表す。具体的には

q(x; y) =
jx� yjq

(1 + jxj2)(1 + jyj2)

で�は dq(x) = jdxj
(1+jxj2)から定まる測地的距離である。なお、これらによる集合間の距

離や集合の直径などを例えば d(E; F )や q(E)などと表す。また、

Bq(z; r) = Q(z; r) = fw 2 R
n
; q(z; w) < rg; B�(z; r) = fw 2 R

n
; �(z; w) < rg

と定め、また 0 < r < sとして

Ad(x; r; s) = Bn(x; s) n �Bn(x; r); Aq(z; r; s) = Q(z; s) n �Q(z; r)

とする。Rn内の領域 Dでその補集合が 2個の連結成分からなるようなものを円環
領域 (ring domain, shell domain)と呼ぶが、これらは標準的なもので、それぞれの
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modulusは

mod(Ad(x; r; s)) = log
b

a
;mod(Aq(z; r; s)) = log

s
p
1� r2

r
p
1� s2

である。

定義 1.1. � > 0を定数とする。2点以上を含む閉集合E � R
nが�-一様完全とは Eを

分離する任意の円環領域Dに対してmodD � �が成り立つことを言う。

定義 1.2. s; t > 0とし E � R
nを空でない集合とする。x 2 R

nが Eの (s; t)-強極限
点であるとは任意の弦円環領域 A = Aq(x; r1; r2)でmodA > sかつ r1 < tについて
A \ E 6= ;であることをいう。
これについて次の補題は基本的である。

補題 1.1. Eを 2点以上含むRnの閉集合とする。
(1) Eが�-一様完全ならば Eの各点は Eの (�; q(E)=4)-強極限点である。
(2) c 2 (0; 4]に対し Eの任意の点が Eの (s; cq(E))-強極限点ならば、Eは�-一様
完全である。ただしここに�は s; c; nにのみ依存する正定数である。

�を正定数とする。集合Eの�-次元Hausdor� content ��(E)とは

inf

( 1X
i=1

r�i ;E �
1[
i=1

B(xi; ri)

)

によって定まる数である。H�(E)を通常の�-次元Hausdor�測度とすると次のことが
知られている。

��(E) � H�(E);

��(E) = 0() H�(E) = 0:

従って、少なくとも Hausdor�次元の計算や評価には有効な量である。

2. Littlewoodの定理の一般化

この節では次の定理を紹介する。

定理 2.1. E � R
nを閉集合とし 1が Eの (s; t)-強極限点であるとする。f : Bn !

R
n n EをK-qr写像とすると n;K; s; tにのみ依存する定数 C1; C2が存在して

jf(x)j � C1maxf1; jf(0)jg
 
1 + jxj
1� jxj

!C2

が任意の x 2 Bnに対して成り立つ。

証明から分かることだが、この定理は次の Littlewoodによる定理の k = 0の場合
の拡張になっている。
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定理 2.2 (Littlewood(1924)). 整数k � 0と定数c > 1及び複素数の無限列w1; w2; : : :
で jwnj = rnとしたとき r1 > 0; rn < rn+1 < crn; rn !1を満たすものが与えられて
いるとすると定数A(k)が存在して次のことが成り立つ。f(z) =

P1
n=0 anz

nが単位円
板上で正則でしかも fは各wnを k回より多く値として取らないとすると

M(�; f) = maxfjf(z)j; jzj = �g < mA(k)(1� �)�h

である。ここに h = cA(k)(r1 + 1); m = maxf1; ja0j; ja1j; : : : ; jakjgとする。
この定理にはRickmanによるSchottky型定理（中西氏“Quasiregular写像論入門”

p.72, 9行目の式）と Schwarzの補題の qr版から得られる次の形の結果を用いるのが
鍵である。

定理 2.3. 整数 p = p(n;K) � 3を Rickmanによる Picard型定理におけるものと
し K-qm写像 f : Bn ! R

nが相異なる点 a1; : : : ; apを取らないとすると n;K及び
� := 1

4
minf�(ai; aj); i 6= jgにのみ依存する単射連続写像! : (0;1)! (0;1)が存在

して
�(f(x); f(y)) � !(�(x; y)) 　for all 　x; y 2 Bn

が成り立つ。ただしここに�は Bnの双曲距離である。また、!は!(t) � At
1

Kとなるよ
うに取れる。

G � R
nを領域として kG(x) =

jdxj
d(x;@G)

とする。この連続計量は擬双曲計量と呼ばれ
る。この Littlewoodの定理の拡張から次の結果が得られる。

定理 2.4. G;G0を R
nの真部分領域とし f : G! G0を qr写像とする。@G0が一様完全

ならば f : (G; kG)! (G0; kG0)は一様連続である。

3. 一様完全集合の特徴付け

一様完全集合については 2次元の場合には様々な特徴付けが知られているが、高次
元の場合についても次のような同様の特徴付けが得られる。

定理 3.1. E � R
nを少なくとも 2点を含む閉集合とする。このとき以下の条件は互

いに同値であり現れる定数は互いに他の定数のみで評価出来る。
(1) ある� > 0に対して Eは�-一様完全である。
(2) ある定数� > 0; C1 > 0が存在して

��( �Bn(x; r) \ E) � C1r
�

が任意の x 2 E \ Rn及び r 2 (0; d(E))に対して成り立つ。
(3) ある定数 C2が存在して

cap(x; E; r) := cap(Bn(x; 2r); �Bn(x; r) \ E) � C2

が任意の x 2 E \ Rn及び r 2 (0; d(E))に対して成り立つ。
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注意 3.1. ここで特に�は� � log 2
log(5

p
ne�+2)

に取れることが証明から分かる。従って、特

に Eが�-一様完全ならばその Hausdor�次元は下から log 2
log(5

p
ne�+2)

� log 2
�+log(5

p
n+2)
で押

さえられることが分かる。
相異なる 4点 a; b; c; d 2 R

nに対して

ja; b; c; dj = ja� cj � jb� dj
ja� dj � jb� cj

と定義する。

定理 3.2. E � R
nを 3点以上含む閉集合とすると次の条件は互いに同値であり現れ

る定数は互いに他の定数のみで評価出来る。
(1) Eは�-一様完全。
(2) 任意の a; b 2 Eとw =2 Eに対してある c 2 Eが存在して 1=C1 � ja; b; c; wj � C1

が成り立つ。
(3) ある b 2 Eが存在して任意の a 2 E及び w =2 Eに対して c 2 Eが存在して

1=C2 � ja; b; c; wj � C2が成り立つ。
(4) 定数 s; t > 0で次を満たすものが存在する。E内の任意の 3点 (b; c; d)に対し
て集合 fja; b; c; dj; a 2 Egは 0を (s; t)-強極限点に持つ。

4. 例

論文ではいくつか例が挙げられているがここでは次の結果を紹介しておこう。証明
には Ma~ne-de Rochaの有理関数の Julia集合の一様完全性についての論文の議論を
用いる。

定理 4.1. �をRnに作用する非初等的有限生成Klein群とすると極限集合 L(� )は一
様完全である。

系 4.2. 任意の非初等的Klein群の極限集合の Hausdor�次元は正である。
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