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この講演では非初等的Klein群の極限集合が一様完全 (uniformly perfect)であるた
めの十分条件について述べる。初等的Klein群の極限集合については何もすべきこと
はないので、以下では考える群は全て非初等的であるとする。（有限生成）Schottky
群の極限集合の一様完全性については既に Pommerenkeが論文[3]で、そしてその後
一般の有限生成Klein群については Pommerenke [4]で成り立つことが示されている。
その後ちょっとした注意により解析的有限な Klein群についても極限集合が一様完全
であることが示されている（例えば Canary [1]参照）。この講演では無限生成の場合
も含めて極限集合が一様完全であるための十分条件を与える。

まず Gを Klein群とし�(G); 
(G)をそれぞれその極限集合 (limit set)及び不連続
領域 (region of discontinuity)とする。X = XG = 
(G)=Gを不連続領域を Gの作用
で割って自然に得られる（連結とは限らない）hyperbolic orbifoldとし� : 
(G) ! X
を標準射影とする。X上の分岐点全体の集合を Bとし XÆ = X nBとおく。またXの
分岐の構造を忘れて得られるリーマン面をcXと書くことにする。
“hyperbolic”というのはX0をXの連結成分として
0を��1(X0)の成分の一つとする
とき、q : H = fz 2 C ; Imz > 0g ! 
0を正則な普遍被覆写像として p = �Æq : H ! X0

とする。（一般にこのように H からのGalois被覆写像 pの像として得られる分岐点付き
のリーマン面は (connected) hyperblic orbifoldと呼ばれる。）このとき、H の Poincar�e

metric �H (z) =
jdzj
2Imz
を pで projectしてX0上のmetric �X0

が得られる。すなわち、�X0

は分岐点において cone singularityを持ちそれ以外では滑らかな�H = p�(�X0
)を満た

すmetricである。これが各成分ごとに定まるので全体のmetric �Xが自然に定まる。
これがX上の hyperbolic metricと呼ばれるものである。X上の曲線�に対してその双
曲的長さ `X(�)が

`X(�) =
Z
�
�X(z)jdzj

により定義される。また、�X0
= f
 2 Aut(H ) : pÆ
 = pgとおけばこれは
0のFuchs

群模型�
0
= f
 2 Aut(H ) : q Æ 
 = qgを正規部分群として含む Fuchs群で orbifold



X0の Fuchs群模型と呼ぶ。
そこで次のような定義を行う。

CX0
= f[�] : �はXÆ

0内の非自明な閉曲線 g;

C�X0
= f[�] 2 CX0

: �は�X0
の双曲型元により被覆される g:

ここで [�]はXÆ
0 = X0 nBにおける自由ホモトピー類を表す。そこでさらに

LX0
= inf

[�]2CX0

`X0
[�]; L�

X0
= inf

[�]2C�
X0

`X0
[�]

と定義する。（空集合に対する infは+1と定義しておく。）このときX0が解析的に
有限型であれば L�

X0
が正になることに注意しておこう。また容易に分かるように次の

式も成り立つ。
L�
X0

= inf

2�X0

:hyperbolic
�
;

ここに�
は
の translation lengthを表す。すなわち�
 = 2 cosh�1(tr
)である。さら
にXに対して

LX = inf LX0
; L�

X = inf L�
X0

とおく。ここに infはXの連結成分X0全体にわたって取る。
定義 1. 一般にXを (連結とは限らない）hyperbolic orbifoldとする。LX > 0であ

る時Xはmodulatedと呼ぶ。また L�
X > 0である時Xは Lehner型とここでは呼んで

おくことにしよう。
注意 1. Xが bCの開集合であるときは Xが modulatedであるとき Xcが一様完全

(uniformly perfect)であると言う。また、Xが Lehner型であるための必要十分条件
は X上の可積分な正則 2次微分の空間が双曲的有界な正則 2次微分の空間に含まれ
ることと同値である [2]。

定理 1. 非初等的Klein群Gについて次の不等式が成り立つ。

L
(G) � L�
XG

:

特にXGが Lehner型であれば�(G)は一様完全である。

注意 2. この定理の系として容易に解析的有限な Klein群の極限集合が一様完全で
あることが分かる。
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