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この講演では次数 2以上の有理函数の Julia集合の一様完全性について述べる。以
下では特に断らない限り考える有理函数は全て次数 d � 2であるとする。双曲的な有
理函数については Pommerenke [3]がその一様完全性を証明していたが、一般の有理
函数についてはMa~n�e-da Rocha [2]と Hinkkanen [1]により独立に証明された。また
、超越整函数については一様完全でない例が[1]に remarkされている。ただ、いずれ
の証明も一様完全でないとするといくらでもmodulusが大きくなる essentialな円環
の列が取れることから矛盾を導いており、具体的な一様完全性の評価は与えられてい
ない。例えば、次のような結果も成り立つので具体的な一様完全性の評価を行うこと
は意味があるものと考えられる。
　
定理 1. リーマン球面bCの開集合
の境界を分離する円環領域のmodulusの上限を

M
で表せば E = bC n
の Hausdor�次元に関して次の評価が成り立つ。
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さらに領域定数 L
を次のように定義する。

L
 = inf `
[�];

ただしここに infは
内の全ての可縮でない閉曲線�の自由ホモトピー類 [�]全体にわ
たって取り、`
[�]はその測地線の双曲的長さであるとする。これについて次の評価
が成り立つことは既にこれまでの学会発表の通りである。
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そこでM
 <1(, L
 > 0)であるような閉集合E = bC n
を一様完全であるという。
　



さて f : bC ! bCを次数d � 2の有理函数とする。その Julia集合及び Fatou集合をそ
れぞれ Jf ; 
fと書くことにしよう。以下では L
f

の下からの具体的評価を与えること
が目標である。fの critical pointは重複度も込めて 2d�2個あることが知られているが
、critical pointを含むFatou集合の連結成分を全て列挙してそれらを U1; : : : ; Usとし
よう。Wj = f(Uj); Cj = fu 2 Uj : df(u) = 0gとおく。そこで v1; v2 2 f(Cj)(v1 6= v2)
及び v 2 f(Cj)に対して S(v1; v2)を v1; v2を通るWj内の可縮な閉曲線で fによる適当
な持ち上げが@Ujを分離するようなもの全体のなす集合、及び T (v)を vを essentialに
2回以上通るWj内の可縮な閉曲線で fによる適当な持ち上げが@Ujを分離するような
もの全体のなす集合とする。ここで閉曲線� : S1 ! Wjが点 vを essentialに 2回以上
通るとは、ある 2点 a; b 2 S1(a 6= b)で�(a) = �(b) = vなるものがあって、S1 n fa; bg
の連結成分を I1; I2とするとき�j�I1; �j�I2がともにWj内の可縮でない閉曲線になってい
ることであるとする。さらに各Wjでの双曲計量での曲線�の長さを `Wj

(�)と表す時
、

kj(v1; v2) = inf
�2S(v1;v2)

`Wj
(�); k0j(v) = inf

�2T (v)
`Wj

(�);

kj = min
v1;v22f(Cj );v1 6=v2

kj(v1; v2); k0j = min
v2f(Cj )

k0j(v)

と定める。ただし#f(Cj) = 1ならば kj =1と定めておく。ここでdWj
(v1; v2); �Wj

(v)
をそれぞれWjにおける双曲距離及び双曲単射半径とするとき

kj(v1; v2) � 2dWj
(v1; v2); k0j(v) � 4�Wj

(v)

だから特に kj > 0; k0j > 0であることに注意しておこう。最後に fの Herman環を
A1; : : : ; Atとすれば次の結果を得る。
　
定理 2.
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特に Jfは一様完全である。
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