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この講演では双曲的リーマン面の（定曲率�4の）双曲計量に関する（正値）Laplace-
Beltrami作用素に関するスペクトルの bottomに関する結果について述べる。一般次
元の Riemann多様体上の Laplace-Beltrami作用素のスペクトルについては少なくと
も幾何学的有限，特に体積有限な場合にはよく調べられており、n > 2の場合と n = 2
の場合とではかなり様子が異なることが知られている。例えば、n > 2の双曲多様体
の場合は bottomは体積の逆数の定数倍で下から評価される。一方、n = 2で双曲的
リーマン面の場合は体積有限ならば bottomは 0である。
一方、Fern�andez, Rodr��guez [1], [2]によって平面領域 Rが一様完全な境界を持つ

とき（つまりRが modulatedであるとき），その面のスペクトルの bottom b(R)が正
であることが示された。実際には、このような面については双曲計量に関する等周不
等式
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を示し（ただし、ここに上限はRの相対コンパクトな滑らかな境界を持つ部分領域D
にわたって取り、AR(D); SR(@D)はそれぞれ Dの双曲面積、及び@Dの双曲的長さを
表す）、Cheegerの不等式
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を用いて示された。（逆に、b(R)h(R) < 3=4であることも知られている。）この定理
は次のような形に一般化出来ることを報告したい。

定理. Rが非コンパクトでmodulatedなリーマン面で有限種数 gを持つとする。こ
のとき、

h(R) � 1 +
(2g + 1)�

LR
が成り立つ。ここに LRは R内の可縮でない閉曲線の双曲的長さの下限である。従っ
て、特に b(R) > 0が成り立つ。



ここで Rが modulatedであるとは LR > 0であることである。双曲的リーマン面R
の収束指数Æ(R)は Rの単位円板上の Fuchs群モデルを�とするとき
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を満たすÆ > 0の下限として定義される。これはよく知られているように�の conical
limit setの Hausdor�次元に等しい。この Rの収束指数Æ(R)との b(R)の間には次の
ような関係が知られている。（Elstrodt-Patterson-Sullivanの定理)
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このことから、次の系が従う。

系. 先の定理と同じ仮定の下で、Æ(R) < 1が成り立つ。

注意なお、種数が無限大の場合にはmodulatedであっても b(R) = 0であるものや
そうでないものもあり、これには面の組み合わせ的な条件が絡んでくるようである。
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