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この講演では次の有名な Selbergの補題を Fuchs群の場合に限って幾何学的に
証明することを目標とする。

Theorem 1 (Selbergの補題 [14]). Kを標数 0の体とする時、GL(n;K)の有限
生成部分群は torsion-freeで指数有限な部分群を含む。

なお、比較的易しい証明としては [2]を参照されたい。我々がこの結果を使う
のは主にSL(2; K )（ここに K = R または C）の有限生成離散部分群についてであ
るが、応用上も理論上もしばしばその torsion freeな部分群（または正規部分群）
の指数がどの程度に取れるかが重要になる。しかし、上記の定理の証明は非常に
代数的であり具体的な指数の評価を与えてくれるものではない。そこで幾何学的
にこの定理を証明することによりその指数の評価をしようというのが今回の講演
の目論見である。Klein群の場合に示すのが興味深いがそれはやはり難しいので
今回は Fuchs群の場合に限ることにする。（Fuchs群の場合は torsion元は必ず分
岐点を representするというのが議論が簡明になる理由である。）
ただ、今回の講演はほとんどの内容が well-knownであろうと思われる。たと

えば [9], [13], [8], [5], [6], [10]などを参照して頂きたい。

�を上半平面 H に作用する（有限生成とは限らない）Fuchs群とすると上半平
面 H の�による商X = X�は自然に orbifoldの構造を持つ。これを説明しておこ
う。まず商空間 H =�は自然にリーマン面の構造を持つ。これを R = RXと書く
ことにする。任意の x 2 Rに対して p(a) = xとなる a 2 H を取り aの�の固定
群は自明であるかまたは楕円型の元で生成された有限巡回群となる。この位数を
IX(x)と書くことにし xにおける分岐指数と呼ぶことにする。IX(x) > 1なる点
xを X の分岐点と呼ぶ。このようなリーマン面 Rとその上の自然数値函数 Iで
I > 1なる点が離散的閉集合となるようなものの組X = (R; I)を (hyperbolic)
orbifoldと呼ぶ。先に Xが与えられた場合は対応する R; Iをそれぞれ RX ; IXと
書くことにする。

orbifold X; Y に対して p : Y ! Xが被覆であるとは p : RY ! RXが正則
な分岐被覆であり y 2 RYに対して Bp(y)を pの yにおける局所次数とすれば
IX(p(y)) = IY (y) � Bp(y)が任意の y 2 RYについて成り立つことを言う。特に
Y が上半平面（または単位円板）の時このような pは orbifold Xの一意化写像と
呼ぶ。
またX = X�には p : H ! Xを自然射影として p�(�X) = jdzj=2Imz を満たす

計量が一意的に入るがそれをXの Poincar �計量または双曲計量と呼ぶ。それに関
するXの面積は良く知られているように�が第 2種の場合には無限大であり第 1
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となる。ただしここに gは RXの種数とし nは RXの punctureの個数とする。
この値はもちろん正であるが抽象的に定義された orbifold X = (R; I)に対して

上半平面からの一意化写像が存在するための必要十分条件が Rが解析的有限でな
いか、またはこの(1)の右辺が正である、ということが知られている。
有限生成Fuchs群�に対して (g; �1; � � � ; �k;n;m)を�の signatureと呼ぶ。ここ

に g; n;mはそれぞれ RX�の種数、punctureの個数、holeの個数とし、�1; � � � ; �k
は I(x) > 1となるような xについて値 I(x)を重複も許して並べたものとする。

Fuchs群�について次の量を考える。

�(� ) = minf[� : �0];�0 < � : torsion freeg

�(� ) = minf[� : �0];�0 C � : torsion freeg

空集合のminは1と約束しておく。
まず�(� )については次の結果が究極的であろう。

Theorem 2 (Edmonds-Ewing-Kulkarni [5]). �を (g; �1; � � � ; �k;n;m)を signature

に持つ Fuchs群とする。自然数Nに対して�の torsion freeな部分群で指数Nの
ものが存在するための必要十分条件はNが 2"�で割り切れることである。従って
特に�(� ) = 2"�が成り立つ。ここに� = LCM(�1; � � � ; �k)で、"は n +m = 0か
つ�が偶数だが�=�jが奇数になるような jは奇数個であるときには値 1を取りそ
れ以外の場合には値 0とする。

これは最良の結果であるが�(� )に関してはそれほど良い情報を与えてくれるわ
けではない。一応、一般論を述べておくと、Hを群Gの有限指数nを持つ部分群
とすると Hに含まれる最小の Gの正規部分群H1 = \g2GgHg�1 は [G : H1] � n
を満たす。従って少なくとも上の定理の系として我々は�(� ) � (2"�)を得るがこ
れは良い評価であるとは期待できない。一方、上のやはり定理から�(� )は必ず
�(� )によって割り切れることにも注意しておく。
実際に�の値がどれくらいになるかは数論的な深い問題とも関係しており一般

には難しいようである（ [11]参照）。また、正規部分群についてはリーマン面の自
己同型群の問題とも密接に関係しており微妙な問題が出てくるであろうことは想
像に難くない。
ここでは、少なくともある特別なクラスを除いてはそこそこ満足すべき評価が

得られるのでそれを紹介しておこう。なお、有限生成であることも特に必要では
ない。

Theorem 3. �を任意の Fuchs群として対応する orbifoldをXとする。RXの種
数を gとし punctureおよび holeの個数の和を sとする。さらに IX(x)の値で 1よ
りも大きいものを重複度を許して並べたものを�1; �2; � � �としてこれを分岐データ
と呼ぶ。kを分岐データの個数とする。また� = LCM(�1; � � � )とし、これが有限
であると仮定する。



1. 分岐データが�1; �1; �2; �2; � � �のような形をしている時は torsion free な正規
部分群�1で�=�1

�= Z�となるものが取れる。従ってこの場合は�(� ) = �が
成り立つ。

2. g > 0または g = 0だが RXが単連結でないときは�(� ) � 2�2:
3. RXが単連結だがコンパクトでないときは、とりあえず k <1を仮定すれば

torsion freeな正規部分群�1で�=�1
�= Z�1 � � � � � Z�kなるものが存在する。

従って�(� ) � �1 � � � �kが成り立つ。
4. RXがリーマン球面と同型の時、pを 2�を割り切らない任意の素数とし、(Z2�)

�

における p mod 2�の位数を tとして q = ptとおく。このとき torsion freeな
正規部分群�1で�=�1がPSL(2; Fq )の部分群に同型であるようなものが存在
する。従って特に�(� ) � #PSL(2; Fq ) = q(q2 � 1)=2が成り立つ。

最後のケースが最も難しいといえるが本質的に難しいのは三角群と呼ばれてい
る群の正規部分群を求めることである。有限単純群と密接な関係があることなど
から多くの人によって調べられている。たとえば [15], [3], [12], [7], [1], [4]などを
参照されたい。
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