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Rをリーマン球面bC ; 複素平面 C ; およびそこから１点抜いた C � = C n f0gそし
て複素トーラス（楕円曲線）のいずれとも双正則同値ではないリーマン面とする。
するとよく知られているように R上には定曲率�1を持つ完備共形リーマン計量
�R = �R(z)jdzjが一意的に存在する。これは通常 Rの双曲計量または Poincar�e
計量と呼ばれる。これに関する Laplace-Beltrami作用素��は R上の滑らかなコ
ンパクトサポートを持つ函数の空間に作用するがこれは L2(R)上の positiveな非
有界自己共役作用素に一意的に拡張される。本講演では��の L2-スペクトルの
bottom �(R)が正であるかどうかについて考察する。この量が正であるかどうか
はリーマン面の幾何学を考える上で重要である (cf. [5])。たとえば�(R) > 0であ
るための必要十分条件は双曲的等周不等式が成立することであることが知られて
いる。つまり、

h(R) = sup
D2DR

jDj

j@Dj
<1

が成り立つことである。ここに DRは Rの相対コンパクトな部分領域で境界が区
分的に滑らかな Jordan曲線の disjoint unionであるようなもの全体を表し、jDj
及び j@DjはRにおける双曲的面積及び双曲的長さを表すとする。Cheegerの不等
式から 1=4h(R)2 � �(R)であるから h(R)を具体的に評価することによって�(R)
の具体的評価が得られる。

Rの位相型が有限である場合には�(R)が 0であるための必要十分条件が Rの
解析型が有限（つまりRはコンパクトリーマン面から有限個の点を抜いて得られ
る面）であることが知られている。従ってここでは位相型が有限でないものにつ
いて考える。この問題については次のことが知られている。

Theorem 1 (Fern�andez-Rodr��guez [1], [2]). Rを種数 0の有界幾何学を持つ双曲
的リーマン面とすると�(R) > 0である。さらに anを Rの分離的点列、つまり
infn 6=m dR(an; am) > 0とする。このとき部分領域R0 = Rnfangもやはり�(R0) > 0
を満たす。

ここに Rが有界幾何学を持つ (of bounded geometry)とは Rの単射半径が正
であることである。言い換えれば R内の自明でない閉曲線の長さの下限L(R)が
正であることである。また、dR(p; q)は Rの双曲計量に関する距離を表すものと
する。
この定理は金井氏 [3]の“ rough isometry”の概念を用いれば種数が有限な場合

にも拡張できることがわかるが、実際に�(R)は種数及び L(R)にのみ依存する定
数で下から評価されることを筆者は示した。（前回の函数論分科会の講演で報告
済み。）今回の講演ではこの結果の次のような一般化について報告する。



Theorem 2 ([4]). Rを非コンパクトで有限種数 g, 有限幾何学を持つ双曲的リー
マン面としてA1; A2 � � �を次の条件を満たす Rのコンパクト部分集合の（有限ま
たは無限）列とする:

Rの点列 x1; x2; � � �及び定数�; �;Hが存在して以下の条件を満足するとする。
1. 0 < 2� < � < L(R)=2;
2. 1 � H <1;
3. dR(xk; xl) � 2� � 2� for k 6= l;
4. An � fx 2 R; dR(x; xn) � � � 2�g;
5. h(Bn n An) � H;

ただしここに Bn = fx 2 R; dR(x; xn) < �gとする。
このとき h(R); �; �;Hにのみ依存する定数K < 1が存在して部分領域 R0 =

R n
S
n
Anは h(R0) � Kを満たす。従って特に�(R0) > 0である。

Remark . 定数Kは具体的に記述できる。詳細については [4]を参照して頂きたい。
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