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1. 序

この講演では双曲的リーマン面のスペクトルの底 (bottom)の具体的な評価（特にそれ
が正であるかどうか）について考察を行う。その前に少し背景の説明をしておくことにし
よう。
まずリーマン多様体上の（正値）Laplace-Beltrami作用素のスペクトルの底は様々な幾

何学的な量と結びついていることが知られている。Sullivanによってこれらについてまと
められた論文 [14]は非常に参考になるであろう。特にスペクトルの底が正であるかどうか
は多様体の大域的な性質を知る上で非常に重要であることを注意しておく。以下では 2次
元以上の双曲多様体に絞って次元による違いについて少し説明しておく。双曲多様体のス
ペクトルの底の評価に関する一般的な結果はおそらくあまり知られていないが、少なくと
も幾何学的有限なクラスについては比較的良く知られている。このクラスに限れば次元が
2かそれより大きいかで様相が異なることが分かっている。Nを双曲多様体として C(N)

をその凸核 (convex core)とし C1(N)を双曲距離に関するC(N)の 1-近傍とする。Nが幾
何学的有限であるための必要十分条件はC1(N)の体積が有限であることである。n � 3な
らば次が成り立つことが知られている。

定理 1 (Burger-Canary [3]). n � 3に対して nにのみ依存する定数Kn > 0が存在して次
が成り立つ：N を体積有限でない幾何学的有限な n次元双曲多様体とするとそのスペク
トルの底 �(N)について次の評価式が成立する。

�(N) �
Kn

vol(C1(N))2
:

ここでもし体積有限ならば定数函数が L2-函数となるから底は自動的に 0になってしま
うことに注意しておく。実はこのような体積による一様評価は以下でも見るように 2次元
の場合には単射半径が本質的に寄与してくるので成り立たない。この様相の違いは双曲多
様体をいわゆる thick-thin decompositionした場合に thick partが 3次元以上では連結に
なるのに対して 2次元では一般には不連結になり得ることに起因していると考えられる。
以下では簡単のために向きづけ可能な 2次元双曲多様体についてのみ考える。このよう

な面には等温座標により複素構造が入ることが知られているので、最初からそのような
リーマン面のみを考える。
2次元の場合は幾何学的有限という条件は位相的有限（つまり基本群が有限生成）とい

う条件と同値になってしまうことが知られているが、このような場合にはスペクトルの底
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が 0であるための必要十分条件はそれが解析的有限（つまり双曲面積有限）であることが
分かっている。従って次は位相的に有限でない場合が問題になる。2次元の場合には位相
的有限な面の分類が完全にされていることに加えて使える道具も多いので attackする余
地が十分にあると言える。しかし、この方向の結果は非常に少ないのが現状である。この
方向での最初の本質的進歩は Fern�andez [6]によってなされ、Fern�andez-Rodr��guez [7]に
よって補完された。その主要な結果は次の通りである。

定理 2 ([6], [7]). Dを一様完全な境界を持つ双曲的平面領域とするとDのスペクトルの底
は正である。さらに an(n = 1; 2; : : : )を分離的なD内の点列とすると、D0 = D n fan;n =

1; 2; : : :gのスペクトルの底は正である。

ここで点列 anが分離的とは相異なる 2点間の双曲距離が下から一様に正数で押さえら
れていることを言う。また、リーマン球面 bC = C [ f1g内のコンパクト集合Eが一様完

全であるとは bC n E内の 2重連結領域Aで Eを分離する（つまり bC n Aの二つの連結成
分がともに Eと交わる）もののmodulusが上に有界であることである。同値な条件とし
て、ある定数 0 < c < 1が存在して任意の点 a 2 E及び 0 < r < diamEに対して

E \ fz 2 C ; cr < jz � aj < rg 6= ;

が成り立つ、というものがある。この条件はさらに D内の可縮でない閉曲線の双曲的長
さの下限が正であるということとも同値である。（詳しくは例えば [12]を参照されたい。）
彼らの証明は一様完全境界を持つ平面領域では双曲計量が擬双曲計量と比較可能である
という平面特有の結果を本質的に使っており、種数が正のリーマン面に同じ手法をそのま
ま適用するのは難しいと思われる。一方、金井氏による rough isometryの概念を用いれ
ば，上記のようなリーマン面に有限個のハンドルを付け加えても底が正であるという性質
は保たれるので [8]，種数が有限である限り同様の結果は成り立つ。しかし、具体的な評
価はこの方法では得るのが困難であろう。
そこで、以下では別の方法で，しかも解析的有限なリーマン面の双曲面積に関するよく

知られた結果（Gauss-Bonnetの定理の一つの応用）と Cheegerの不等式（後述）しか本
質的には用いないような初等的な方法によって種数有限で単射半径が正であるようなリー
マン面に対して具体的な評価を導出する。さらに，定理 2の後半の主張の一般化としても
う少し複雑な集合を抜いた面に対しても同様にスペクトルの底が正であることを評価付
きで示す。
これらの主張はコンパクト面に対してよく知られている一般原理「eigenvalue spectrum

と length spectrumに関する性質はうまく対応する」ということに符合するかに思える。
（有名な結果として、例えば二つの双曲的なコンパクトリーマン面があった時に、それらの
eigenvalue spectrumが重複度も込めて同じであるための必要十分条件がそれらの length

spectrumが重複度も込めて同じである，というものがある。証明には Selbergの跡公式が
本質的な役割を果たす。なお、spectrumが重複度を込めて同じであってもそれらの二つ
が等長的とは限らないことに注意しておく。）eigenvalue spectrumの底 �(R)に対応する
ものは，例えば先ほどから出ている可縮でない（単純）閉曲線の長さの下限L(R)であろ
うと考えられる。（L(R)は Rの単射半径のちょうど 2倍になっている。）我々の結果はR

の種数が有限であるという前提の下に L(R) > 0ならば �(R) > 0であることを主張して
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いる。しかし、定理 2の後半の主張が示すように必ずしも逆は成り立たない。ただ、この
定理の後半で構成された面については punctureに homotopicでないような非可縮な閉曲
線の双曲的長さの下限 L�(R)を考えたとき（これは面Rの閉測地線の長さの下限と言っ
てもよい），抜いた点は分離的だったからこの量は正になっている。そこで、少し主張を
弱めて「�(R) > 0ならば L�(R) > 0が成り立つか？」という命題が考えられるが、実は
これも成り立たないことが我々の主定理２から分かる。一方で、L�(R) > 0ではあるが
�(R) = 0 となるような平面領域も構成できる（4節参照）。
また、我々の定理では種数の有限性を仮定しているが、実はこの仮定も本質的である。

種数が無限大の場合については 4節において考察を加える。種数が無限大である場合には
面の幾何学というよりは、より組み合わせ論的な条件が絡んでくるように思われるがまだ
それについての明快な定式化はないように思われる。

2. 記号と主定理

この節では必要となる記号及び結果と主定理について述べる。Rを双曲的リーマン面
とする。つまり、Rはリーマン球面 bC ; C ; C � = C n f0gおよび複素トーラス（楕円曲線）
以外のリーマン面とする。すると Poincar�e-Koebeの一意化定理により単位円板 D から
の正則な普遍被覆写像 p : D ! Rが存在する。pの被覆変換群 � は Fuchs 群と呼ば
れ PSU(1; 1) �= PSL(2;R)の離散部分群で torsion-freeなものになっている。単位円板は
Gauss曲率�1の等角不変な計量 �2

D
= 4(dx2 + dy2)=(1� jzj2)2 を持つのでこれは自然に

Rに射影される。これを �2Rと書き Rの双曲計量（または Poincar�e計量）と呼ぶ。R上
の区分的に滑らかな曲線 �の双曲的長さ、および区分的に滑らかな境界を持つ部分領域
Dの双曲的面積を（標準的な記号ではないが）それぞれ j�jR; jDjRと表すことにする。考
えているリーマン面がどれか明らかな場合には添え字の Rは省略する場合もある。前節
でも述べたように L(R); L�(R)は R内の可縮でない閉曲線及び Rにおける閉測地線の双
曲的長さのそれぞれの下限を表すものとする。定義からもちろん L(R) � L�(R)である。
L(R) > 0を満たすリーマン面は有界幾何学を持つと呼び、L�(R) > 0 を満たすリーマン
面は Lehner型であると呼ぶ。「有界幾何学」という用語は一定した定義がないようにも
思われるが、例えば [11]などを見ていただきたい。今の場合は D が等質なので L(R) > 0

という単射半径が正であるという条件が同値な条件となっている。（人によっては、この
ようなリーマン面を“ uniformly perfect”，“ modulated”とも呼んでいるようであるが、
どうもあまり広く認知された用語がないようである。）また、L�(R) > 0という条件は実
は R上の可積分な正則 2次微分 ' = '(z)dz2が常に双曲的有界（つまり j'j��2

R が R上で
有界）となるための必要十分条件となっている [10]。（Lehner型というのは筆者がとりあ
えず付けたもので、まだ認知されるに至っていない。）

さて、R上の Laplace-Beltrami作用素��は C1
c (R)に非負自己共役作用素として作用

している。従って一般論からこれは L2(R)上の（非有界）非負自己共役作用素に一意的に
拡張でき，そのスペクトルは [0;1)に含まれる。スペクトルの下限を �(R)と書くことに
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する。これは次のような Rayleigh商の形で書くことも出来る。

�(R) = inf
'2C1c (R)

RR
R
jr'j2dvolRR
R
'2dvol

:

この量はリーマン面Rの収束指数 (critical exponent of convergence) Æ(R)と密接なつ
ながりがあることが Elstrodt-Patterson-Sullivanによって示された。ただし、ここで Æ(R)

は次の級数が収束するような Æ > 0の下限である。X

2�

exp(�Æd�(0; 
(0))):

この級数は
P

(1� j
(0)j)Æと比較可能であり、こちらの級数で定義してもよい。実はこの
値は Rの Fuchs群モデル � の非接極限集合 (conical limit set) の Hausdor�次元に等しい
ことが知られている [9]。これについて次のことが成り立つ。

定理 3 (Elstrodt-Patterson-Sullivan [14]).

�(R) =

(
1
4

if 0 � Æ(R) � 1
2
;

Æ(R)(1� Æ(R)) if 1
2
� Æ(R) � 1:

従って、特にこのことから �(R) > 0は条件 Æ(R) < 1と同値になる。

スペクトルの底 �(R)を評価するには Cheegerの不等式を用いるのが至便である。それ
について説明しよう。まず、等周定数（またはCheeger定数）と呼ばれる量を導入しよう。
以下では定義を容易にするために Rは解析的有限ではないと仮定する。（最初に述べたよ
うにこのようなクラスは最初から除外しておいても一般性を失わない。）
DRを R内の区分的に滑らかな互いに交わらない有限個の Jordan曲線で囲まれた相対

コンパクトな部分領域全体を表すとする。これに対して次のように定める。

h(R) := sup
D2DR

jDjR
j@DjR

;

これをここでは等周定数と呼んでおくことにする。（通常はこの逆数で定義されるもの
だが、本稿では便宜上これを考える。）先に定義したように jDjR; j@DjRはそれぞれD; @D

の双曲的な面積及び長さを表す。すなわち jDjR =
RR

D
�R(z)

2dxdy; j@DjR =
R
@D

�R(z)jdzj

とする。
h(R)が有限であることはとりもなおさず、双曲的な意味での等周不等式が成り立つこ

とと同義であるが、実はこのことが底が正であることを特徴付けるのである。

定理 4 (Cheegerの不等式).
1

4h(R)2
� �(R):

この評価式はもっと一般的な状況の下でも成り立つが、証明は例えば [5]などを参照し
て頂きたい。また、この逆方向の結果も示されている。P. Buser [4]はある定数Cが存在
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して �(R)h(R) � Cとなることを一般次元で示しているが、リーマン面の場合には実際
に C < 3=2に取れることが [7]では証明されている。
これを用いて我々は次の結果を得る。

定理 5 (主定理１). Rを解析的有限でない双曲的リーマン面とし、さらに種数 g及び
punctureの個数 nが有限であると仮定する。このとき等周定数は次のように上から評価
される。

h(R) � 2 +
2�maxf2g + n� 1; 1g

L�(R)
:

従って特に L�(R) > 0ならば �(R) > 0が成り立つ。

この評価式は証明から分かるようにかなり最良に近いものになっている。もう少し努力
すると実は次のやや複雑な形の結果も示せる。

定理 6 (主定理２). Rを有界幾何学を持つ双曲的リーマン面で h(R) <1を満たすもの
とする。さらに A1; A2; : : : を Rのコンパクト集合の（有限または無限）列で次の条件を
満たすものとする。すなわち、ある点列 x1; x2; : : : と定数 �; �;Hが存在して次の条件を満
たすとする。

1. 0 < 2� < � < L(R)=2かつ 1 � H <1;

2. dR(xk; xl) � � for k 6= l;

3. An � fx 2 R; dR(x; xn) � � � 2�g;

4. h(Bn n An) � H;

ここに dRはRにおける双曲距離を表し、Bn = B(xn; �) = fx 2 R; dR(x; xn) < �gである
とする。すると R0 = R n [nAnは h(R0) � Kを満たす。ただしここで Kは h(R); �; �;H

にのみ依存する定数とする。

仮定 � < L(R)から Bnは単連結になることに注意する。h(Bn nAn)が有界になるため
の十分条件は例えば Anが連結であることが挙げられるが（補題 8参照），それ以外には例
えばこの定理自身を繰り返し用いることによってより複雑な条件も構成できるであろう。
特に Anとしては閉円板 �B(xn; "n)を取り "n ! 0とすればこの周りにいくらでもmodulus

の大きな分離円環領域が取れていくので、�(R0) > 0かつL�(R0) = L(R0) = 0となるリー
マン面（平面領域）の例が構成できる。

3. 主定理の証明

まず主定理１を示すには D 2 DRに対して面積を周の長さで評価すればよい。直観的
には短い曲線で出来るだけ大きな面積を囲もうと思えば閉測地線を用いればよいことが
分かるであろう。実際に、ほとんどこのようなものだけについて評価すればよいことを主
張するのが次の補題である。そこでまず全測地的な境界を持つような部分領域からなるク
ラスを定義しよう。ただし、punctureの周りだけは閉測地線で切り取れないので少し注
意を要する。しかし、もともと punctureの周りは面積が有限なので、さほど怖がる必要
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はない。そこで次の定義を採用する。Dgeod
R はRにおける双曲面積有限なRの部分領域で

各相対境界成分が閉測地線からなるもの全体とする。また、次のようにおく。

hgeod(R) = sup
D2Dgeod

R

jDjR
j@DjR

:

すると次のことが分かる。

補題 7 ([7]). 解析的有限でなく基本群が非可換な双曲的リーマン面Rに対して次の式が
成り立つ。

hgeod(R) � h(R) � hgeod(R) + 2:

実際、左辺はほぼ自明で、右辺は任意のD 2 DRに対して jDj � (hgeod(R) + 2)j@Djを
示せば良いわけだが、これは次のようにすればよい。Dの各境界成分をそれと自由ホモト
ピックな閉測地線または punctureに置き換えて得られるRの部分領域をD0とすれば D0

は縮退していなければ Dgeod
R に属するはずである。一方、DとD0の集合としての差は作

り方から単連結または 2重連結にしかならない。よってこれらについての双曲面積は次の
簡単な命題からそれらの周の長さによって評価出来る。このことから上の補題を得る。

補題 8. 単連結または 2重連結領域Rは h(R) = 1を満たす。

これは [7]に載っている補題であるが証明は直接計算するだけなので省略されている。
知りたい読者は例えば [13]を参照のこと。

さて、このことから残るは hgeod(R)の評価のみということになった。求める評価式を示す

にはもちろんL�(R) > 0と仮定してよい。D 2 Dgeod
R の種数、punctureの個数、相対境界成

分の個数をそれぞれ g0; n0; mとしよう。もちろん仮定から g0 � g; n0 � nである。Dは全測
地的境界を持っているので、Schottky double ~Dを取ればこれは解析的有限なリーマン面で
種数G = 2g0+m�1; punctureの個数がN = 2n0となるようなものとなる。このようなリー
マン面の双曲面積はよく知られているように j ~Dj = 2�(2G+N�2) = 4�(2g0+m+n0�2)

である。従って、

jDjR = j ~Dj=2 = 2�(2g0 + n0 +m� 2) � 2�(2g + n +m� 2)

となる。さて、ここで Dの相対境界成分の長さは L�(R)以上であるから特に j@DjR �

mL�(R)を得る。(2g + n+m� 2)=m = 1+ (2g+ n� 2)=m � maxf2g + n� 1; 1gである
ことに注意すると次のような評価が可能である。

jDjR � 2�mmaxf2g + n� 1; 1g � 2�j@DjRmaxf2g + n� 1; 1g=L�(R):

これより hgeod(R) � 2�maxf2g + n� 1; 1g=L�(R)が得られ、補題 7と合わせて主定理１
を得る。

主定理２を示すにはまず次の簡単な補題に注意する。
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補題 9. Rを双曲的リーマン面で S をその部分領域とする。S の部分集合 X に対して
Æ = dR(X; @S) = inffdR(x; s); x 2 X; s 2 @Sgとおく。このとき Sの双曲計量は X 上で
1 � �S=�R � coth Æを満たす。

Proof. r = tanh Æとおく。任意に x0 2 Xを取り固定して、p : D ! Rを正則な普遍被覆
で p(0) = x0となるものとする。すると仮定から D r = fjzj < rg = fz 2 D ; dD (0; z) < Æg

は Ŝ = f�1(S)に含まれる。よって Schwarz-Pickの補題により

1 � �S(x0)=�R(x0) = �Ŝ(0)=��(0) = �Ŝ(0) � ��r
(0) = 1=r = coth Æ;

を得る。

では主定理２の証明に移ろう。記号は定理の主張におけるものとする。さらにD 2 Dgeod
R0

を固定しておく。jDjR0を j@DjR0で上から評価すればよい。そのためにまず B0
n = fx 2

R; dR(x; xn) < � ��g; N = fn;D\B0
n 6= ;gとおく。すると jDjR0 = jD\R00jR0+

P
n jD\

B0
njR0と書くことが出来る。ただし、ここで R00 = R n [n �B0

nとおいた。構成の仕方から
dR(R

00; @R0) � � かつ dR0(B
0
n n An; @Bn) � dR(B

0
n n An; @Bn) � �であることに注意する

と補題 9を用いて次の２つの評価

jD \ R00jR0 � coth2 � � jD \R00jR � h(R) coth2 � � j@(D \ R00)jR

� h(R) coth2 � � j@(D \ R00)jR0

= h(R) coth2 �

 
j@D \ R00jR0 +

X
n

jD \ @B0
njR0

!
;

及び
jD \B0

njR0 � jD \ B0
njBnnAn � h(Bn n An)j@(D \B0

n)jBnnAn

� H coth �(j@D \ B0
njR0 + jD \ @B0

njR0):

が得られる。ここでさらに各 nに対して j@D \ BnjR0 � 2dR0(B
0
n; @Bn) � 2� であること

に注意すると
jD \ @B0

njR0 � j@B0
njR0 � coth �j@B0

njR = coth � � 2� sinh(2� � 2�)

� ���1 coth � sinh(2� � 2�)j@D \ BnjR0 ;

であることが分かる。以上の評価を足し合わせて

jDjR0 � h(R) coth2 �j@D \ R00jR0 +H coth �
X
n

j@D \B0
njR0

+ (h(R) coth2 � +H coth �) � ���1 coth� sinh(2� � 2�)j@D \ BnjR0

� (h(R) coth2 � +H coth �)(1 + ���1 coth � sinh(2� � 2�))j@DjR0 :

を得る。最後の不等式と補題 7から最終的に

h(R0) � hgeod(R0) + 2

� (h(R) coth2 � +H coth �)(1 + ���1 coth � sinh(2� � 2�)) + 2
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という具体的な定数Kの評価式を得る。

4. 種数が無限大の場合

前節の評価においては種数が有限であることを本質的に用いた。実際に、種数が無限大
の場合には L(R) > 0という条件が必ずしも �(R) > 0を意味しないということを具体例
で見ることにしよう。そのような例は無限葉の被覆面を考えることにより得られる。
まず一般に f : R̂ ! Rが双曲的リーマン面の正則な（不分岐）被覆であるとする。こ

のときは計量の入れ方から fは局所等長になっており従って R̂内の任意の曲線 �に対し
て j�jR̂ = jf�(�)jRが成り立っている。このことから容易に L(R̂) � L(R)を得る。
このように length spectrumの底については被覆に関して非常に単純な関係があったが

eigenvalue spectrumについては組み合わせ的な条件が関係してくる。実際、次のような
結果が知られている。

定理 10 (Brooks [2]). Rを種数 g > 1のコンパクトリーマン面として f : R̂ ! Rをその

上の不分岐かつ正則なGalois被覆とする。このとき �(R̂) = 0であるための必要十分条件

は f の被覆変換群G = f
 2 Aut(R̂); f Æ 
 = fg �= �1(R; �)=�1(R̂; �)が amenableである
ことである。

ここで群の amebabilityの定義はしないことにする。興味のある読者は Brooksの論文
を参照して頂きたい。大体の感じを言っておくと，群の Cayleyグラフを書いた時に頂点
が指数函数的に広がっていく場合が amenableでない、ということである。例えば可換群
は amenableだが、例えば非可換自由群を含めばその群は amenableではないことが分か
る。従って、例えば可換な被覆変換群を持つような無限葉の Galois被覆を作れば、被覆
面 R̂は上の定理から �(R̂) = 0を満たすが，先の注意から L(R̂) > 0が言えるので主定理
１が無限種数では成り立たないような例になっている。
上の Brooksの定理は必要性を言うのが難しいのであって、十分性は容易である。従っ

て例えばコンパクトでなくても、Rが解析的有限であれば f : R̂ ! Rが正則な不分岐
Galos被覆で被覆変換群が amenableならば �(R̂) = 0であることは等周定数を考えるこ

とによって簡単に分かる。従って、例えば R̂ = C n Zを Zの作用で割って得られる被覆

R̂! (C nZ)=Z= C n f0; 1gを考えれば �(C nZ) = 0が分かるが、明らかに L�(C nZ) > 0

である。従ってこれは種数が有限（この場合は種数は 0）ではあるが L�(R) > 0という条
件が �(R) > 0を必ずしも導かないという例になっている。
なお、種数が無限大の面に対する �(R) > 0を特徴付ける一般的な結果のようなもの

は知られていないと思われる。ここでは最後に Brooksによる一つの定理を紹介しておこ
う。R内の一点 x0を固定してそれを中心としたmetric ballを考える。つまりBr := fx 2

R; dR(x; x0) < rgとおく。これについて

�(R) := lim
r!1

1

r
log vol(Br)
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と定める。この値が最も大きくなるのは Rが単連結の場合だが、その場合は直接計算で
�(D ) = 2となることが分かるので、任意の Rに対しても常に �(R) � 2が成り立つこと
は言える。これに対して次が成り立つ。

定理 11 (Brooks [1]).
1

�(R)
� h(R):

従って、特に �(R) = 0ならば �(R) = 0である。

Proof. v(r) = vol(Br) = jBrjRとおくと v0(r) = j@BrjRが成り立つ。従って v0(r)=v(r) �

1=h(R)が分かるが、この微分不等式を解けば log v(r)=v(r0) � r=h(R) (r > r0)を得る。
これより �(R) � 1=h(R)が従う。
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