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この講演では平面領域のGreen函数の境界におけるH�older連続性について論じる。点
aに極を持つ平面領域D � bC 上のGreen函数を GD(z; a)で表す。簡単のためにここでは
Dは Dirichletの意味で正則であると仮定する。まず次の結果が出発点となる。0 < � < 1
を定数とする。

定理 1 (Carleson [1]). Rm 内のコンパクト集合が �-H�older連続な調和函数に関して除去
可能な特異点集合であるための必要十分条件はm� 2 + �次元Hausdor�測度が 0である
ことである。

従って特に平面上の内点を持たないコンパクト集合Eの補集合D = bC n E の1に極
を持つ Green函数が全平面に �-H�older連続函数に拡張できればこの結果から集合 E の
Hausdor�次元は �以上でなければならないことが分かる。また、特に Hausdor�次元が
0であるようなDirichlet正則集合の外部のGreen函数は H�older連続には拡張できないこ
とも分かる。

Green函数が H�older連続に拡張できるかどうかについては条件を一変数化出来る点で
次の命題が使いやすい。D � C を領域として ÆD(z) = infw2@D jz � wjとおく。

補題 2. 領域D上の正値調和函数 hに対して次の条件は同値である。
1. ある正定数C1が存在して jh(z)�h(w)j � C1jz�wj�が任意の z; w 2 Dで成り立つ。
2. ある正定数C2が存在して h(z) � C2ÆD(z)

�が任意の z 2 Dで成り立つ。

（上記において、実際には C2 � C1 � 21+�C2に取れる。）
これに注意すれば、Green函数の H�older連続性は境界における減少のオーダーをみれ

ば良いことになる。
実は次のことが教科書 [2]には証明抜きで書かれている。

定理 3. 1を含む平面領域が一様完全な境界を持てばその上の1を極に持つGreen函数
は平面全体に H�older連続に拡張できる。

ここで bC のコンパクト集合Eが一様完全とは、Eの外部に含まれる円環領域で Eを分
離するもののmodulusが一様に上から押さえられることをいう。実際には上記の H�older
指数はその modulusの上界によってある程度具体的に評価することが出来る。上の結果
から特に一様完全集合のHausdor�次元の下からの評価が得られる（cf. [2], [3]）。
逆に「Green函数が H�older連続に拡張できるならばその境界は一様完全か？」という

問題が生ずる。これについて、今回次のような反例が得られたので報告する。

定理 4. 任意の定数 0 < � � 1に対して Green函数が境界まで �-H�older連続に拡張でき
るがその境界は一様完全ではなく，なおかつDirichlet正則な平面領域が存在する。



実際には次のように構成できる。Æn > 0を 0に収束するように任意に取り、非負整数 n
に対してD0 = fjzj < 1=2g; Dn = fz 2 C ; Æn < jz � 2nj < 1=2g (n � 1)とおく。これに
対して "n 2 (0; 1=2)を十分小さく取れば、

D =
1[
n=0

(Dn [ Pn)

が求める領域となる。ただし、ここに Pn = fz = x + iy; jx� (2n + 1)j < 1; jyj < "ng と
する。
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