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この講演ではいわゆる �-lemmaを用いて単葉性定理が擬等角拡張性定理にパワーアッ
プされる事例についてみてみる。なかなか一般的な枠組みで説明するのは難しいが、具体
的にいくつかの例について見ていけば使い方は分かっていただけるものと思う。
まずEをリーマン球面の任意の部分集合とする。D を単位円板として写像F : E�D ! bC

が集合Eの正則運動 (holomorphic motion)であるとは次の 3条件を満たすこととする。

1. z 2 Eを固定すれば F (z; �) : D ! bC は正則、
2. � 2 D を固定すれば F� := F (�; �) : E ! bC は単射、
3. F0 = idD:

これについて次のことが成り立つ。（F には 2変数函数としての連続性などの仮定は一
切おかない。なお、実際にはもっと強い主張が成立するが、それについては例えば [2]な
どを参照のこと。）

定理 1 (�-lemma [4], [1]). F は E � D ! bC に連続に拡張できる。各 � 2 D に対して F�

は bC の j�j-擬等角自己同型に拡張できる。

ここでは同相写像 fが k-擬等角であるとは fが局所 2乗可積分な（超函数としての）微
分を持ち、Beltrami係数 �f = f�z=fzが j�f j � k a.e. を満たすことであると約束する。
これを用いて擬等角拡張に関する結果がどのようにして得られるか具体例で見ていく。

まず作用素 Pf = f 0を考える。これについては次の結果が知られている。

定理 2 (能代-Warschawski). Dを凸領域として正則写像 f : D ! C が定数 � 2 Rに対し
て Re(e�if 0) > 0を満たすならば fは単葉である。

そこで凸領域D上の正則函数 f で点 a 2 D上で f(a) = 0と正規化されたものを考え
る。ある� 2 (��=2; �=2)に対してRe(e�if 0(z)) > 0が成り立つとする。つまり、f 0(D) �
U� = L�(D )とする。ここに L�(z) = (1 + e2�iz)=(1 � z)とする。そこで正則函数の族
F� : D ! C を F�(a) = 0 かつ F 0

�(z) = L�(�L
�1

� (f 0(z)))を満たすものとして定めるとこ
れはDの正則運動となる。従って、特に Fkは k-擬等角拡張可能である。このことから次
の結果を得る。

定理 3. 凸領域D上の正則函数 fで f 0が f 0(D) � L�(Bk)を満たせば fは全平面の k-擬等
角写像に拡張できる。

なお、ここで Bk = fz 2 C ; jzj � kgであり、

L�(Bk) =

�
z 2 C ;

����z � 1 + e2i�k2

1� k2

���� � 2k cos �

1� k2

�



であることに注意する。なお、この結果から直ちに近接凸函数 (close-to-convex function)
についての結果を得る。

系 4. D 上の 0を固定する凸函数 gで k1-擬等角拡張を持つものに対して D 上の 0を固定する
正則函数 fが f 0(z)=g0(z) 2 L�(Bk2) (z 2 D ) を満たせば fは全平面の (k1+k2)=(1+k1k2)-
擬等角写像に拡張できる。

また、簡単な計算から fz 2 C ; jz � 1j � kg � L0(Bk0);ここに k0 = k=(2� k);であるこ
とが分かるので別の系として次の結果を得る。

系 5. ! : D ! C は正則函数で j!0(z)j � kjzjを満たしているとする。このとき正則函数
f(z) = z + !(z)は全平面に k0-擬等角拡張できる。

これは [3] Theorem 2'の精密化になっている。
次に作用素 Pf(z) = zf 0(z)=f(z)について考える。ただし、ここで fは単位円板上の正

則函数で f(0) = f 0(0) � 1 = 0のように正規化されているとする。すると、Pf(D ) � U�

であるような fは �-spirallike functionと呼ばれ、単葉になることが分かっている。従っ
てこのとき単位円板上の正規化された正則函数 F�を PF� = L�(�L

�1

� (Pf))によって定め
れば容易に分かるように F�は D の正則運動を定める。従って特に �-lemmaから Fkは k-
擬等角拡張出来る。Fkを F に読み替えれば次の結果を得る。

定理 6. 単位円板上の正規化された正則函数 fが D 上で zf 0(z)=f(z) 2 L�(Bk)を満たせば
fは全平面に k-擬等角拡張出来る。

なお、この結果は特に � = 0の場合には best possibleである。実際、zf 0(z)=f(z) =
L0(kz

2)を満たすものは極値的な k-擬等角拡張を持ち、従ってそれ以上擬等角性が良くな
らないことが分かる。
単位円板上の正規化された正則函数上の作用素Pf(z) = 1 + zf 00(z)=f 0(z)についても同

様に Pf(D ) � U0 = fRez > 0gならば f は凸函数となり特に単葉であることが分かる。
従って上記と同様の手法により次の結果を得る。

定理 7. 単位円板上の正規化された正則函数 fが D 上で 1 + zf 00(z)=f 0(z) 2 L0(Bk)を満
たせば fは全平面に k-擬等角拡張出来る。従ってこのとき kSfkD � 2kが成り立つ。

ただし、ここに Sfは fの Schwarz微分であり、kSfkD = supz2D (1�jzj
2)2jSf(z)jである。
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