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単位円板上の一様局所単葉正則函数 f : D ! C ; つまりある定数 � > 0に対して単位円
板内の任意の半径 � > 0の双曲円板において単葉であるような正則函数についてその前
Schwarz微分の双曲ノルム

kTfk = sup
z2D

(1� jzj2)jTf(z)j <1

を通して様々な解析的性質について述べることが出来るということを前回の学会で報告し
た ([1])。
Tf は 1次函数の後からの合成に関して不変なので以後では f(0) = f 0(0) � 1 = 0と正

規化された単位円板上の正則函数のみを考える。このような函数全体を Aと表すことに
する。
この講演では近接凸函数 (close-to-convex functions)を中心にその具体的なノルム評価

について述べることにする。関連する結果が [5]にあるが我々の定式化はそれとは若干異
なるものである。（一方が他方に包含されるというわけではない。）
以下は [2]の結果の一部である。まずMを単位円板 D 上の単葉函数 'で '(z) 6= 0かつ

'(0) = 1を満たすもの全体のなす集合とする。さらにMpをその部分族で実部が常に正
であるもの全体、Msでさらにその部分族で像が 1に関して星状かつ実軸に関して対称、
かつ '0(0) > 0 を満たすものとする。
' 2 Mに対してAの部分族 S�(')および K(')をそれぞれ条件 zf 0(z)=f(z) � '(z)お

よび 1 + zf 00(z)=f 0(z) � '(z) を満たすもの全体として定義する。ここで記号  � 'はい
わゆる subordinationを表すものとする。すなわち、ある正則函数 ! : D ! D で !(0) = 0
かつ  = ' Æ !を満たすものが存在することを言う。今の場合は 'が単葉だからこの条
件は  (0) = '(0)かつ  (D ) � '(D )に等しい。さらに  ; ' 2 Mとしたとき Aの部分族
C( ; ')をある h 2 K(')が存在して f 0=h0 �  となるもの全体として定義する。
これらは星状函数、凸函数、近接凸函数の定義を一般化したものになっている。特に

 ; ' 2 Mpならば S�(');K('); C( ; ')は単葉函数族 Sに含まれる。また、f 2 S�(')と
すればその Alexander変換 g(z) =

R z

0
t�1f(t)dtは K(')に属するから zf 0=f = f 0=g0 2 '

より実は S�(') � C('; ')となっている。従って、以下ではK('); C( ; ')に対して評価を
与えることを考える。
' 2 Mに対して h'; k' 2 A を関係式

zh0'(z)

h'(z)
= '(z); 1 +

zk00'(z)

k0'(z)
= '(z);



を満たすものとして定義すると、容易に想像されるようにしばしばこれらの函数が上記の
族において極値函数としての役割を果たす。例えば [3]を参照されたい。実際、我々は次
の結果を得る。

定理 1. ' 2 Msならば任意の f 2 K(')は次の不等式を満たす。
kTfk � kTk'k:

形からこの評価は best possibleである。kTk'kの値は個々の ' に対して計算するしか
ない。少なくとも kTk'k � 4が成り立つことは注意しておく（以下の例で A = 1; B = �1
とした場合）。
次に C( ; ')に対しては次の結果を得る。ただし、一般には sharpかどうかは分から

ない。

定理 2.  2 Mかつ ' 2 Msとすると、任意の f 2 C( ; ')に対して次の評価式が成り
立つ。

kTfk � VD ( ) + kTk'k:
ただしここに VD ( ) = supz2D (1� jzj2)j 0(z)= (z)jとする。
この量VD ( )については 2 Mp（より一般にGelfer函数 ）に対して不等式VD ( ) � 2

が成り立つことが基本的である。（これがMacintyreの不等式から従うことを最近山下愼
二氏から教わった。cf. [4]）応用上はこの値がいつ真に 2より小さくなるかを知ることが
重要であるが、このための十分条件については講演の際に述べることにしたい。また、上
に述べたことと合わせてこの結果から  2 Mpに対しては kTfk � 6という単葉函数につ
いてよく知られた結果が従うことにも注意しておこう。

上記の設定において具体例として非常に重要となるのが函数'A;B(z) = (1+Az)=(1+Bz)
である（ただしここに �1 � B < A � 1とする）。これらについては具体的に

kk'A;Bk =
2(A� B)

1 +
p
1� B2

;

VD ('A;B) =
2(A� B)

1� AB +
p

(1� A2)(1� B2)

と計算できる。この結果から、いくつかの古典的な函数族に関するノルム評価を得る。
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