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1. 序

d次 （複素係数）有理函数全体 集合Ratdは自然に複素射影空間CP 2d+1に埋め
込まれるので（実際には、その像の補集合は超曲面をなしている）、自然に複素構造
が入る。しかし、それぞれの元の力学系を考えるとき、それらの挙動はとてもではな
いが、この座標によって統一的に理解できるとは思えない。
そこで、ある有理函数を固定したときに、その有理函数の適当な函数の ラスに

よる共役類全体という変形空間を考えることが出来るが、このようなものの中でもっ
とも適当で考えやすく、しかもある種の普遍性を持つものとしてそのTeichm�uller空
間が考えられる。これは擬等角変形に限った空間であるが、その変形の度合いをベル
トラミ微分を用いてパラメトライズすることにより、非常に扱いやすい対象となる。
ここではMcMullen-Sullivanのプレプリント

“
Quasiconformal Homeomorphisms and

Dynamics III: The Teichm�uller space of a holomorphic dynamical system
”
の 4節～

6節に従って、この空間について解説するのが目的である。なお、このプレプリント
であるが、（少なくとも現在のところ）カリフォルニア大学のMcMullen氏のホーム
ページから取り出せるようになっているので、興味のある読者はぜひ読んで頂きた
い。（http://math.berkeley.edu/~ctm/）

2節では、非常に一般的な状況の下でTeichm�uller空間を定義する。3節では
“
被

覆関係
”
に関するTeichm�uller空間に絞ってより細かい構造について考察を加える。

4節では特に有理函数のTeichm�uller空間を考察し、その解析的構造を決定する。5
節では、

“
擬等角写像

”
が写像の解析的族を扱う上で、非常に自然に現れることを説

明し、また安定性の様々な定義について触れておく。2,3,4節ではプレプリントでは
あっさりと書いてある部分についてもしつこいくらい詳細な証明も加えたが、このノ
ートではTeichm�uller理論を主眼としているので 5節では証明は割愛させて頂いた。
興味のある読者は上記のプレプリント、またはMcMullen自身による著書

“
Complex

Dynamics and Renormalization,
”
Ann. of Math. Studies, Princeton, 1994.をご覧

になって頂きたい。

なおこれは余談になるが、それぞれのTeichm�uller空間は自然に complex orbifold
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M = Pd=Aut(bC)に写像されるわけで、それらの像はMにある種の分割を与えるはず
であるが、それがどのような分割になっているか位相的・組み合わせ的に詳しく解析
することは力学系の分類を考える上で重要であると思われる。しかし、例えば2次多
項式の場合に限っても非常に難しく、フラクタル的な様相が現れることが知られてい
る。また、ある種のTeichm�uller空間については、その像が正則な埋め込みになって
いない、つまり葉層のように埋め込まれるという状況も確認されているそうなので、
事態はそう容易ではない。
また、ここでdimM = 2d� 2であるが、この 2d� 2という数字は d次有理函数の

分岐点の個数であり、genericにはこれらの分岐点の摂動が力学系の変形を決定づけ
ていること (moduli数)を示唆している。実際、Teichm�uller空間の次元を決定する上
で、これらの分岐点の挙動が重要な寄与をしていることが3節においても理解される
であろう。

2. 正則力学系のTeichm�uller理論

ここではKlein群や複素力学系のTeichm�uller理論を全て包含するような非常に一
般的な形でのTeichm�uller理論をMcMullen-Sullivanに従って紹介する。あまりにも
一般的なので、例えば複素構造が入るかどうかは一般には自明ではなく、さらにかな
り変なものも取り込んでしまっているようである。（例えば、後に出てくる例を参照
のこと。）
Xを 1次元複素多様体とする。（なお、ここでは 1次元複素多様体と言えば、非連

結であるものも含めて考え、Riemann面と言った場合には連結なもののみを考える
ことにする。）またEnd(X);Aut(X)はそれぞれXの解析的自己写像半群、解析的自
己同型群を表すこととする。

定義 2.1. 正則関係 (holomorphic relation)R � X �XとはX �Xの 1次元解析的集
合の（高々）可算和とする。あるいは、次のように言ってもよい：ある 1次元複素多
様体 eRと eRの可算個の点を除いたところで単射な正則写像

� : eR! X �X

が存在して、�( eR) = Rが成り立つ。ここで、eRはRの正規化と呼ばれる。

(CONVENTION) なお、定値写像は自明なものではあるが、他のものとまとめて
扱うのが困難なので定値写像を排除するために、以下では正則関係と言った場合には
fxg � UやU � fxgのような形の集合は含まないものと仮定する。
また、X�Xの第1成分、第2成分への射影を�1; �2として、正規化�に対して�j :=

�j � �と書くことにする。すなわち、成分の形で表せば� = (�1; �2)となる。

R; SをX上の正則関係とするとき、

R � S := f(x; y) 2 X �X; (x; z) 2 S; (z; y) 2 R for some z 2 Xg
Rt := f(x; y); (y; x) 2 Rg
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と定義し、それぞれを合成、転置と呼ぶことにする。これらは再びX上の正則関係
となる。実際、転置については明らかで、合成については次のように実際に正規化を
構成することにより分かる。� : eR ! X �X及び� : eS ! X �XをそれぞれR;Sの
正規化とすれば、

V := f(r; s) 2 eR� eS; �1(r) = �2(s)g
とおけばこれは 1次元解析的集合となるので、適当な正規化写像' : eV ! Vを取って
� := (�1 � �2) � ' : eV ! X �Xと定めれば、これがR � Sの正規化となる。
また、写像 f : X ! Xが与えられた時、fのグラフを

graph(f) = f(x; f(x));x 2 Xg
と定める。fが非定数正則函数ならばgraph(f)は正則関係である。R = graph(f); S =
graph(g)とするとき、定義からR � S = graph(f � g); Rt = graph(f�1)となっている
ことが分かる。（実は、R � Sのここでの定義は元々のMcMullen-Sullivanの定義とは
順序が逆になっているのだが、これはこの性質を持たせるためである。元の定義に合
わせるには、graph(f)の定義を逆にすればいいだけのことで、もちろん理論上本質
的な差異はない。）
また、正則関係Rが与えられれば、Rnが定まるのでこれにより一つの力学系が得

られることになる。これはもちろん一般には写像による力学系よりも広いクラスに
なっており、いわゆる対応（correspondence）の力学系を考えることになっている。

1次元正則力学系 (holomorphic dynamical system)(X;R)とは、RがX上の正則
関係の（非可算個を許す）正則関係の族であることである。

注意 2.1. 正則関係と正則力学系とは実質的に同じものを考えているようにも思える。
確かにほとんど同じと考えて良い場合も多いが、どちらで考えるかによって微妙に状
況が違ってくることもある。例えばTeichm�uller空間の定義のところなど、このよう
な
“
２段構え

”
の構造に以下では注意して頂きたい。

例 2.1. R = ;またはR = dg(X) := f(x; x);x 2 Xgとおけば、これは自明な正則関
係となり、力学系 (X; fRg)は通常のTeichm�uller空間を定義する際に用いられる。た
だし、どちらがより

“
自然

”
なのかは筆者にもよく分からない。

例 2.2. �をEnd(X)の定値写像を含まない部分半群とする。この各元に対してR =
graph()とおき、さらにR� = fR ;  2 �gとすれば (X;R� )は�の力学系となり、
これは以下では単に (X;� )と表記することにする。

注意 2.2. 上の例で�が可算個の元からなるとき、正則関係自身をR� =
S
2� Rに

よって定義することも可能である。力学系 (X;R� )と (X;R� )とではさほど違わない
ようにも思えるが、以下で定義する変形空間などの定義が微妙に異なってくることに
注意せよ。
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例 2.3.
R = f(z1; z2) 2 C� � C�; z2 = z1

p
2 = exp(

p
2 log z1)g

とすれば、これは正則関係である。Rの正規化は具体的に� : C! R :

� : z ! (ez; e
p
2z)

によって与えられる。これは正則関係が局所閉でない例となっている。

M(X)をX上の（可測な）ベルトラミ微分� = �(x)d�z=dzのなす複素バナッハ空間
とする。つまり、�は (�1; 1)形式でありその絶対値 j�jはX上の函数となるが、この
supノルム k�k1 = esssupj�jが有限なものである。ベルトラミ微分�がR-不変とは、
� = (�1; �2) : eR! Rを正規化とするとき、(�1; 1)形式としての引き戻しについて

(�1)
�� = (�2)

��

が成り立つことであるとする。同値な言い方をすれば、双正則写像 h : U ! Vで
graph(h) � Rを満たすものについて常に h�(�) = �が成り立つ、ということである。
（このようなグラフに含まれないような点があるかもしれないが、そのような点は高
々可算個なので気にする必要はない。）
さらに、Rの各元Rについて R-不変なX上のベルトラミ微分全体のなす集合を

M(X;R)と書くと、これはM(X)の閉部分空間となり、従ってやはり複素バナッハ
空間となる。また、その開単位球をM1(X;R)と書くことにする。
ここで参考のためにベルトラミ微分と擬等角写像の関係について復習しておくこ

とにしよう。まずK � 1を定数として f : X ! YがK-擬等角写像というのは、向き
を保つ同相写像であり（超函数の意味で）局所L2微分をもち、それについてベルト
ラミ係数�[f ] := f�zd�z

fzdz
が k�[f ]k1 � K�1

K+1
を満たすことである。これを満たすKの中で

最小のものをfの最大変形率と呼びK(f)と表す。なお、Weylの補題により等角写像
は 1-擬等角写像として特徴づけることが出来る。また、任意に� 2 M1(X)が与えら
れた時、これをベルトラミ係数として持つような擬等角写像が存在することもよく知
られている。（可測Riemann写像定理 (measurable Riemann mapping theorem)）　
このようなものを�-擬等角写像と呼ぶことにしておこう。
さらに� : X 0 ! X; : Y ! Y 0を等角写像とするとき、 � f � �のベルトラミ係数

については
�[ � f � �] = ��(�[f ])

の関係があることに注意しておこう。これは形式的計算から直ちに分かる。特にベル
トラミ係数は targetの面の複素構造にのみ依存して決まることに注意しておこう。
また、逆に次の事実を知っておくことも有用である。f : X ! Y; g : X ! Zをと

もに擬等角写像として�[f ] = �[g]であるとすれば、実は g � f�1 : Y ! Zは等角写像
である。
これらの事実の多くは実は通常はRiemann面の普遍被覆面を考えることにより証

明される。さらに後に必要になるので、この周辺のことについても述べておこう。ま
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ずXをRiemann面として� : fX ! Xをその（正則）普遍被覆写像とする。（つまり、fXは単連結Riemann面である。）　すると、Poincar�e-Koebeの一意化定理によりfX
はRiemann球面bC、複素平面Cまたは上半平面Hのいずれか 1つに等角同型である
ことが分かる。従って、最初からfXはそのようなものを取っておいてよい。例えば、
XからYへの擬等角写像というのも、このような標準的な面に持ち上げて考えれば平
面の擬等角写像の話に帰着されるわけである。
�を� : fX ! Xの被覆変換群とする。すなわち、� = f 2 Aut(fX);� �  = �gと
する。すると�はfXに自由に（つまり固定点を持たないように）不連続に作用し、そ
の商がXと同一視される。つまり、もともとRiemann面というのはbC;C;Hのいずれ
かをこのような群で割ったものとしても良いわけである。
Aut(bC)はつねに固定点を持つので、普遍被覆面がRiemann球面であるような面は

元 R々iemann球面と等角同型なものしかない。Aut(C)の元でCに不動点を持たない
ものは平行移動しかないので、Cを普遍被覆面に持つようなRiemann面は、C;C� =
C n f0gそして複素トーラス（楕円曲線）しかないことが分かる。従って、これら以
外の Riemann面は全て上半平面Hを普遍被覆面に持つことが分かる。このような
Riemann面を双曲的Riemann面と呼ぶ。

Xを双曲的Riemann面とし�を普遍被覆写像� : H! Xの被覆変換群とする。する
と�はPSL(2;R)の離散部分群つまり (torsion-freeな)Fuchs群となる。この極限集合
を�(� )とする。つまりHの1点の軌道の極限集合とすると、これはbR = R[f1gの閉
部分集合となる。そこで@X = (bRn�(� ))=�と定義しこれをXの理想境界と呼ぶ。こ
れはXを (bCn�(� ))=�に埋め込んだ時の境界と思ってもよい。（ちなみに、�(� ) = bR
となるときFuchs群�は第 1種であるといい、そうでないとき第 2種であるという。）
　なお、双曲的でないRiemann面についてはその理想境界はつねに空集合と定めて
おき、一般に 1次元複素多様体の理想境界と言う場合には各成分ごとに理想境界を
取ったものを考えることにする。

次に! : X ! Xを擬等角写像とし、そのHへの持ち上げを~! : H! Hとする。す
ると平面の擬等角写像論から~!はHからそれ自身への同相写像に一意的に拡張出来る
ことが知られている。従って、持ち上げについて境界での値というものが意味を持
つ。また、~!� ~!�1 = �であるから、~!は�(� )を不変にする。従って、このことから
!はX [ @Xからそれ自身への同相写像に自然に拡張出来ることが分かる。
次の定理は以下で非常に基本的になってくる。

定理 2.1 (Earle-McMullen). Xを双曲的Riemann面とし! : X ! Xを擬等角写像
とする。これについて以下の条件は互いに同値である。

(1) !は持ち上げ~! : H! Hで境界を各点ごとに固定するものを持つ。
(2) !は理想境界を固定するホモトピーによって恒等写像に変形できる。
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(3) !は理想境界を固定する一様擬等角アイソトピー!tにより恒等写像に変形出来
る。ここに一様擬等角とは、ある定数K <1があって任意の tについて!tが
K-擬等角であることを言う。

また、さらにこの時一様擬等角アイソトピーは任意の 2 Aut(X)に対して!t �  =
 � !tを満たすように取ることが出来る。
注意 2.3. この定理で最初の 2つの条件の同値性は昔から知られていたが、3番目の
強い条件とも同値であるということが重要な結果である。また、実はさらに一様擬等
角アイソトピーの定義のKはK(!)にのみ依存するような量で上から評価出来るこ
ともその証明から分かる。この定理の証明については

“
Holomorphic Functions and

Moduli I
”
(Springer-Verlag: MSRI publications volume 10, 1988) という本の中の

Earle-McMullen:
“

Quasiconformal isotopies
”
という論文を参照して頂きたい。

擬等角写像については他にも様々なことが知られているが、詳細については専門の
教科書やまたはTeichm�uller空間の教科書などを参照して頂きたい。

定義 2.2. 写像� : X ! Yが正則力学系 (X;R); (Y;S)の間の共役であるとは、
S = f(�� �)(R) : R 2 Rg

が成り立つことであるとする。

定義 2.3. (X;R)の変形空間Def(X;R)とは正則力学系 (Y;S)と擬等角共役写像� :
X ! Yの組 (�; Y;S)の強同値類全体である。ここで、(�; Y;S)と ( ;Z; T )とが強同
値であるとは、ある双正則写像 c : Y ! Zが存在して = c � �となることである。
命題 2.2. 写像� 7! �[�] = �@�=@�によりDef(X;R)とM1(X;R)とは同一視できる。

Proof. 形式的な計算だけであるが、概念に慣れて頂くためにも一応証明を付けてお
くことにする。まずR 2 Rとして正則写像 h : U ! Vをgraph(h) � Rとなるように
とり、g := � � h � ��1 : �(U)! �(V )とおけば、

graph(g) = (�� �)(graph(h)) � S := (�� �)(R) 2 S
であるから gは正則である。これを用いると、g � � = � � hよりh��[�] = �[�]であ
ることが分かる。よって確かに�[�] 2 M1(X;R)である。単射性は定義から直ちに
分かる。全射性については、任意に� 2 M1(X;R)を取ってきた時に、�-擬等角写像
� : X ! Yを作れば、S := f(�� �)(R);R 2 RgがY上の正則力学系になっているこ
とに注意すればよい。実際、� : eR ! Rを正規化とすれば仮定より (�j)

��は j = 1; 2

によらないのでこれを~� 2 M1( eR)として~�-擬等角写像 ~f : eR! eSを作れば、次の図式
を可換にするような写像�が定まる。
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eR ����! X �X

~f

???y ???y���eS ���!
�

Y � Y

従って、S := (� � �)(R)が Y上の正則関係であることを示すためには�が正則で
あることを言えばよい。

�[�j � ~f ] = �[� � �j ] = �j
��[�] = ~� = �[ ~f ]

であるから、これで�の正則性が言えたことになる。

この命題により特にDef(X;R)は複素Banach多様体の構造を持つことが分かる。
変形空間の元で特に (X;R)をそれ自身に写すもの (!;X;R)全体は合成により群を
なすが、それを擬等角自己同型群と呼びQC(X;R)と書く。これは

! � (�; Y;S) 7! (� � !�1; Y;S)
によりDef(X;R)に作用する。
さらに、QC(X;R)の元! でXの理想境界@Xを固定する一様擬等角アイソトピー

!tで条件

(!t � !t)(R) = R for all R 2 R(2.1)

を満たすものにより恒等写像に変形できるようなもの全体をQC0(X;R)と書くこと
にすると、これは正規部分群になる。

注意 2.4. ここでもしRが高 可々算個の元から成る場合には条件(2.1)は!t 2 QC(X;R)
という、より弱い条件だけから出てくるが、そうでない場合にはやはりこの条件が必
要になる。

(X;R)のTeichm�uller空間Teich(X;R)は商空間Def(X;R)=QC0(X;R)によって
定義される。また、QC0(X;R)によって互いに移りあうDef(X;R)の元はTeichm�uller
同値であると呼ばれ、この節においてのみ、�で表すことにする。すなわち (�; Y;S);
( ;Z; T ) 2 Def(X;R)に対して (�; Y;S) � ( ;Z; T )であるとは、ある等角な共役
c : (Y;S)! (Z; T )と! 2 QC0(X;R)が存在して

 = c � � � !
が成り立つことである。また、(�; Y;S)の属する同値類をしばしば [�; Y;S]となどと
表す。また恒等写像を含む同値類 [idX ; X;R]はTeich(X;R)の基点と呼ばれ、ここで
は記号OXまたはO(X;R)で表すことにする。なお、Teichm�uller空間に複素構造が入
るとすれば、標準射影� : Def(X;R) = M1(X;R) ! Teich(X;R)が正則写像になる
ようなもののみを考えることとする。（このようなものは高 1々つしかない。）
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例 2.4. Rが自明の時は、Teich(X;R)は通常のTeichm�uller空間Teich(X)と一致す
る。（通常のTeichm�uller空間をご存知ない方は、これが定義と思って頂いて差し支
えない。）

例 2.5. Gをクライン群とする。つまりAut(bC) = M�obの離散部分群とする。すると
力学系 (bC; G)のTeichm�uller空間Teich(bC; G)は

M1(�(G); G)� Teich(
(G)=G)

と同型である。これは! 2 QC0(
bC; G)がGの極限集合�(G)の各点を固定することか

ら分かる。これらは例えばKraやMaskitらによって詳細に調べられているので、興
味のある読者は彼らの文献を見て頂きたい。

例 2.6. f : X ! Xを非定数正則写像とする。この時 1個の元 R = graph(f) =
f(x; f(x)) : x 2 Xgからなる族を考えることが出来るが、この正則力学系を (X; f)と
略記する。特にXがRiemann球面の場合 fは有理函数となるが、これが次の節での
主な研究対象となる。

Teichm�uller空間には次のTeichm�uller前距離 (Teichm�uller pre-metric)が定義され
、擬距離空間の構造を持つことが分かる：

d([�; Y;S]; [ ;Z; T ]) = 1

2
inf

�1��; 1� 
logK(�1 �  1

�1)

=
1

2
inf
�1��

logK(�1 �  �1)

ただし、ここに汎函数Kは前にも述べた最大変形率 (maximal dilatation)である。
ここで Teichm�uller理論でよく用いられる基点の取り替えの議論を紹介しておこ
う。(�; Y;S)をDef(X;R)の任意の点とする。このとき引き戻し写像�� : Def(Y;S)!
Def(X;R)を

�� : ( ;Z; T ) 7! ( � �; Z; T )(2.2)

によって定義する。�QC0(X;R)��1 = QC0(Y;S)に注意するとこの写像は自然に
�� : Teich(Y;S)! Teich(X;R)を誘導することが分かる。この写像はQ = [�; Y;S] 2
Teich(X;R)の代表元�の選び方にはよらないので、単にQ� = ��と書くことにする。
定義から明らかにQ�(OY ) = Qである。このような写像を基点 取り替えと呼ぶこ
とにする。基点の取り替えは明らかにTeichm�uller前距離を保つ写像である。また、
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引き戻しの定義式(2.2)をM1(X;R)の方で眺めれば（かけ算は正式にはテンソル積
の意味だが適当に解釈して頂きたい）、

��(�) =
�[�] + (� � �)�z=�z
1 + ��[�](� � �)�z=�z

であるので、これはM1(Y;S)からM1(X;R)への正則写像になっている。従って、そ
れぞれのTeichm�uller空間が自然な複素構造を持てば、基点の取り替えはその複素構
造に関して双正則写像になっていることが分かる。

このTeichm�uller前距離は一般には距離になるとは限らないが、通常考えたい正則
力学系については実際に距離になる。次の定理が距離になるための十分条件を与えて
くれる。その前に一つ定義を述べておく。

定義 2.4. (X;R)を正則力学系とする。SをRの元の合成及び転置によって生成され
る半群のある元（従ってX �Xの 1次元解析的集合の高々可算和）の既約成分とす
る。このとき、SはRの全力学系 (full dynamics)に属すると呼ぶ。また、さらに対
角集合との共通部分 S \ dg(X)が高々可算であるとき、(x; x) 2 S \ dg(X)なる点
x 2 XをSの固定点またはRの周期点であると呼ぶ。
定理 2.3. (X;R)を1次元正則力学系とする。XのbC;C;C�;複素トーラスに等角同値
な各成分が少なくともそれぞれ 3; 2; 1; 1個のRの周期点を持つとすれば、この力学
系のTeichm�uller前距離は実際に距離になる。

Proof. 基点の取り替えにより d(OX ; [ ; Y;S]) = 0として � idXを示せばよい。Te-
ichm�uller前距離の定義からある擬等角共役の列 n : X ! Yで

�n :=  �1 �  n 2 QC0(X;R);かつ　K( n)! 1 (n!1)

となるものが存在する。特にK(�n)は有界であることに注意しておこう。そこでこ
の�nから広義一様収束する部分列�njが取れることが言えればよい。実際、もしこの
ような列が取れれば、その極限を�1としてさらに 1 :=  � �1とおけば最大変形率
の下半連続性から

K( 1) = K( � �1) � lim j!1K( � �nj) = lim j!1K( nj ) = 1

である。従って 1は等角写像で従ってidXと強同値であり、�1 2 QC0(X;R)より
 1 �  であるから � idXであることが証明されることになる。
あと示すべきことは�nの正規性のみである。まず、Xの双曲的な成分の上では問題

ない。（例えば単位円板を普遍被覆面として、境界を固定するそこへの持ち上げを考
えればよい。）
そこで以下では双曲的でない成分について考える。SをRの全力学系に属する既約

成分としよう。この時任意の� 2 QC0(X;R)に対して(���)(S\dg(X)) = S\dg(X)
であるから、この集合が高々可算であるとすれば、�はこれらの点を置換するだけで
ある。従って、特に�がアイソトピー�tで恒等写像に変形出来るとすれば、実際には
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点を動かすことは出来ない。従って�は S \ dg(X)の各点を固定することが分かる。
故にこの定理の仮定のもとでは、指定された個数だけの点が�nによって固定されるの
で最初からそれらの点を抜いて考えれば事実上双曲的な面の上での話に帰着出来る。
（考えていたアイソトピーはやはりそれらの抜いた点を固定するようなアイソトピー
になっていることに注意せよ。）

この定理の仮定の下で、Mod(X;R) = QC(X;R)=QC0(X;R)を(Teichm�uller) mod-
ular群と呼び、(X;R)のTeichm�uller空間に等距離写像として作用する。ここでAut(X;R) =
Aut(X) \ QC(X;R)とするとAut(X;R) \ QC0(X;R) = 1であるから、基点OXの
固定群はAut(X;R)=Aut(X;R) \QC0(X;R) = Aut(X;R)となることに注意してお
こう。

例 2.7. Teichm�uller前距離が距離にならない例
有界Lipschitz函数 f : R! Rに対して領域Uf � Cを

Uf = fz = x+ iy; y > f(x)g
により定める。そのような f; gに対して shear mapping

�f;g(x+ iy) := x+ i(y � f(x) + g(x))

とすれば�f;g(Uf) = Ugであり、�f;g : bC! bCは擬等角写像で
k�[�f;g]k1 � kf � gk�1q

4 + kf � gk2�1
を満たす。ただし、ここに k � k�1は Lipschitzセミノルムを表す。実際、これには
y > f(x), y � f(x) + g(x) > g(x)と、��z=�z =

i(g0�f 0)
2+i(g0�f 0)

に注意すればよい。
そこで、Rfを Rf = graph(idUf ) = f(x; x);x 2 Ufg のみからなるものとして

(C;Rf); (C;Rg)を考える。すると�f;gは (C;Rf)を (C;Rg)に写す共役であるので、
有界Lipschitz函数 gはDef(C;Rf)の元�f;gを定める。そこで�f;gを出発する次のよう
なアイソトピーを考える。

 t(x+ iy) = x+ t+ i(y � f(x) + g(x+ t)) (0 � t):

今次の条件を満たすf; g及び数列 cn !1があったとしよう。
(1) kf(x)� g(x+ cn)k�1 ! 0 (n!1)
(2) 任意の定数�; �;  2 R(� > 0)に対して f(x) 6� �+ g(�x+ )が成り立つ。
まず条件 (1)からK( cn)! 1が分かり、よってd(OC; [�f;g]) = 0であることが分か

る。また、条件(2)からは [�f;g]が基点 [idC]と異なる点であることが分かる。実際、もし
[�f;g]が基点と同じであるとすれば、ある等角写像 c : C! Cで c��f;g 2 QC0(C;Rf)
となるものが存在する。特に (c � �f;g)� (c � �f;g)(graph(idUf )) = graph(idUf )である
から、これより c(Ug) = Ufであることが分かる。ここで c(z) = az + bであるとすれ
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ば f; gが有界であったから（有界性はここで初めて使う！）、a > 0でなければならな
い。さて b = s+ itとすれば、

y > g(x), x+ iy 2 Ug , c(x+ iy) 2 Uf
, ax+ s+ i(y + t) 2 Uf , y + t > f(ax+ s)

である。これより g(x) � f(ax + s)� tであることが分かり、これは性質 (2)に反す
ることになる。
では、実際にこのような性質を持つ f; gを構成してみよう。d(x) = dist(x;Z)とし
、h(x) = max(0; 1

10
� d(x))とおく。すると hは周期 1の周期函数であることに注意

せよ。p1; p2; � � �を 3以上の素数の増大列としてP = fp1; p2; � � � gとしておこう。さら
に p 2 Pに対して整数 apを 0 < ap < p=2かつ ap ! 1となるように取っておく。そ
こで、

f(x) =
X
p2P

2�ph

 
x

p

!

g(x) =
X
p2P

2�ph

 
x+ ap
p

!

と定める。すると、Chinese Remainder Theoremにより任意の自然数nに対してあ
る整数 cnで cn > nかつ

cn � �ap modp

が任意の p � pnなる p 2 Pについて成り立つように出来る。すると

f (x)� g(x+ cn) =
X
p>pn

2�p
"
h

 
x

p

!
� h

 
x+ ap
p

!#

となるから kf(x)� g(x+ cn)k�1 ! 0であることが分かる。よって (1)が成り立つこ
とが分かった。次に2を示そう。もしある定数があって f(x) � �+ g(�x+ )となっ
たとする。まず sup f = sup gより� = 0でなければならないことが分かる。さらに
、supの値を取るx 2 Rが fの場合には存在するのに対し、gの場合には存在しない。
よって、このような定数�; は存在し得ない。

3. PSL(2;R)の閉部分群のTeichm�uller空間

この節では次の節で述べる有理函数のTeichm�uller空間の構造決定の重要な部分を
占める基本的事項について説明する。まず最初に考えるのは、Herman環の力学系の
Teichm�uller空間のモデルとなる次の力学系である。
まず、Xをモジュラス有限な円環領域（２重連結領域）とし、Aut0(X)をXの解析

的自己同型群Aut(X)の単位元を含む連結成分とする。すなわち、これは回転全体と
同一視できる。ここで示したいのは次の定理である。
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定理 3.1. Xをモジュラス有限な円環領域とするとTeich(X;Aut0(X))には上半平面H
に同型な自然な複素構造が入り、それに対して標準射影Def(X;Aut0(X))! Teich(X;Aut0(X))
が大域的な切断を持つような正則しずめ込みとなる。また、modular群については

Mod(X;Aut0(X)) �= (R=Z�R)o Z2

となる。

Proof. モジュラス有限な円環領域は常に、あるR 2 (1;1)に対してA(R) := fz; 1 <
jzj < Rgと同型なので、最初からこれをXと思ってよい。するとAut0(X)は単に原
点中心の回転群となり、以下ではこれをS1 = fz 2 C; jzj = 1gと同一視する。（つま
り、S1 � M�obとみなす。）最初に(z) = Rzとすれば、A(R)はKlein群� = hiの基
本領域となっていることに注意しておく。また、M�obの部分群 S1と�は互いに可換
となり、従ってこれらによって生成される群はその直積S1 � �になっていることに
も注意しておこう。
まず� 2 M1(A(R); S

1) �= Def(A(R); S1)とする。これをさらに�不変となるように
C上のベルトラミ係数~�に拡張しておく（拡張は一意的である）。すると可測Riemann
写像定理によりbCの0; 1;1を固定する擬等角写像でベルトラミ係数~�を持つものが一
意的に存在する。従って、それをw� : bC! bCと書くことにしよう。このとき、よく
知られているようにたとえば任意に１点 z 2 Cを固定すると� ! w�(z)は正則写像
になることに注意しておこう。
さて、ベルトラミ微分の不変性から任意の f 2 S1に対して�(f) = w� � f � (w�)�1

とおけば、�(f) 2 M�obとなり、さらに擬等角写像による共役は楕円型変換という性
質を保つということと、�(f)が 0;1を固定することに注意すれば、実は� : S1 ! S1

であり、これは連続な単射準同型になっていることが分かる。�は有限位数の元を同
じ位数の元に写すことと、w�が向きを保つ写像であったことに注意すると、容易に�
が恒等写像でなければならないことが分かる。すなわち、w�は任意の原点中心の回
転と可換になっていることが分かる。このことからさらに、w�は原点を中心とする
同心円に制限すればそれを同様の同心円にアファインに写す写像と等しいことが分か
る。さらにw�は 1を固定していたのだから、特に単位円周上では恒等写像となって
いる。
さて、ここで円環A(R)の普遍被覆写像を考えよう。ここでは eA(R) = fz 2 C; 0 <

Imz < logRgとして p(z) = e�izを採用することにする。この p : eA(R) ! A(R)は
もっと大域的に定義された普遍被覆写像 p : C ! C�の制限になっていることに注意
しておこう。この pに関するw�の持ち上げ ~w�で 0を固定するもの（これは一意的に
定まる）を取っておく。そこで、� = � (�) = ~w�(i logR)と置くと、上記の注意から
写像� : M1(A(R); S

1)! Hは正則写像となるが、実はこれについて

�1 � �2 (Teichm�uller同値), �(�1) = �(�2)

であることが分かる。これは、Def(A(R); S1)を割る空間であるQC0(A(R); S
1)が定

理2.1と先の考察によって fw�;� 2 M1(A(R); S
1); � (�) = i logRgに一致することが
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分かるからである。よってこの写像�によって

Teich(A(R); S1) = M1(A(R); S
1)=QC0(A(R); S

1)
�=���! H

が誘導され、これより標準射影が正則となりHと同型な複素構造がTeich(A(R); S1)
に入ることが分かる。これが全射であり正則な大域切断を持つことは、実際に写像
s : H!M1(A(R); S

1)を

s : � 7! � � i

� + i
� wd �w
�wdw

(3.1)

によって定めればこれがその例になっていることから容易に分かる。（実は、~ws(�)(x+
iy logR) = x+ y� logRとなっている。）
次にmodular群について考えてみよう。まずQC(A(R); S1)の恒等写像を含む連結

成分をQC+(A(R); S1)と書くことにする。つまり、これらはA(R)の境界成分を保つ
ような指数２の部分群である。このことからまず、

Mod(A(R); S1) �= QC(A(R); S1)=QC0(A(R); S
1)

�= QC+(A(R); S1)=QC0(A(R); S
1)o Z2

が得られる。そこで次にQC+(A(R); S1)=QC0(A(R); S
1)の構造について調べてみよ

う。まず写像� : R�R! QC+(A(R); S1)について考える。ここに (a; b) 2 R�Rの
�による像�a;bは普遍被覆面 eA(R)の擬等角写像

~�a;b(x+ iy logR) := x+ a+ by + iy logR(3.2)

により誘導された写像として定義する。すると単純計算によりこの写像は準同型である
ことが分かる。そこでさらにこの写像と標準射影との合成R�R! QC+(A(R); S1)!
QC+(A(R); S1)=QC0(A(R); S

1)は全射であり、その核は 2�Z � 0であることも容易
に分かる。従って準同型定理により

QC+(A(R); S1)=QC0(A(R); S
1) �= R=2�Z� R �= R=Z� R

であることが言え、これより定理の主張が従う。

実はTeich(X;Aut(X))についても全く同様な次の結果が得られる。

定理 3.2. Xをモジュラス有限な円環領域とするとTeich(X;Aut(X))には上半平面H
に同型な自然な複素構造が入り、それに対して標準射影Def(X;Aut(X))! Teich(X;Aut(X))
が大域的な切断を持つような正則しずめ込みとなる。また、modular群については

Mod(X;Aut(X)) �= (R=Z�R)o Z2

となる

13



Proof. 先と同様にX = A(R)としてよい。するとAut(X)は、j(z) = R=zとしてS1

と hji �= Z2の半直積となる。定義から

Def(X;Aut(X)) � Def(X;Aut0(X))

QC0(X;Aut(X)) � QC0(X;Aut0(X))

であるが、実は

Def(X;Aut(X)) \QC0(X;Aut0(X)) = QC0(X;Aut(X))

となっていることが分かる。実際、右辺が左辺に含まれることは明らかだから、左辺
が右辺に含まれることを言えばよい。つまり!を左辺に含まれる元として! � j = j �!
であることが言えればよい。
j1 = ! � j � !�1とおけば仮定より j1 2 Aut(X)であるが、境界成分を保たないの

で j1 2 Aut(X) n Aut0(X)である。従って特に j1(z) = �R=z (j�j = 1)と書けるこ
とが分かる。一方、!は境界の各点を固定するのだから特に!(1) = 1; !(R) = Rであ
る。このことから、

j1(1) = �R = !(j(!�1(1))) = R

であり、特に� = 1であることが分かる。これは!と jの可換性を意味する。
さて、商空間を考えれば、このことから自然に

Teich(X;Aut(X)) ,! Teich(X;Aut0(X))

と考えることができる。同様の考察により

Mod(X;Aut(X)) ,! Mod(X;Aut0(X))

であることも分かる。実はこれらの包含写像は全射になっていることが言え、従って
定理の主張が示される。それには、(3.1)や(3.2)で与えた写像の像が実はAut(X)に
対応する空間の方に入っていることが分かれば十分であるが、それは簡単に確認で
きる。実際、これらの像は（Xの上の函数とみて）直接計算から c � (dw=w)=(dw=w)
（ただし cは定数）の形のベルトラミ係数を持つことが分かり、j�(dw=w) = �dw=w
であることに注意すれば(dw=w)=(dw=w)は j-不変なベルトラミ微分であることが分
かるので、このことが確認できる。

さて、一般の正則関係ではクラスが広すぎて分からないことも多いので、以下では“
被覆関係

”
（あまりよくない用語だが、とりあえずここではこのように訳しておく）

という関係のみを扱うことにする。（ただ、このクラスに絞ることは、例えば整函数
の力学系を考えるにあたってはやや問題があるかもしれない。）

定義 3.1. XをRiemann面、� : fX ! Xを正規被覆写像とする。関係R � X �Xが
被覆�に関する被覆関係 (covering relation)であるとは、あるAut(fX)の元があって
、R = (�� �)(graph())となることである。特に�が普遍被覆の場合には「被覆�に
関する」という修飾詞は付けないことにする。
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例 3.1. f : X ! Yを被覆写像としてR = f(x; x0) 2 X �X; f(x) = f(x0)gとすれば
、これは被覆関係のdisjoint unionである。

例 3.2. 例2.3は被覆関係である。

被覆関係については次の定理が成り立つ。

定理 3.3. RをRiemann面X上の被覆� : fX ! Xに関する被覆関係の族とし、�を
�の被覆変換群�0とRの元の持ち上げに対応するAut(fX)の元全体により生成された
Aut(fX)の部分群� 0の閉包であるとすると、自然に

Teich(X;R) �= Teich(fX;� )
となる。

Proof. この定理の証明には次の補題にまず注意しておく必要がある。

補題 3.4. � 0をAut(X)の部分群（あるいはより一般に部分集合）として�をその（あ
るいは� 0で生成された部分群の）閉包とすると、自然に

Teich(X; � 0) = Teich(X;� )

となる。

これは例えば、Def(X;� 0) = Def(X;� )であることなどから簡単に分かる。この補
題より定理3.3を示すには�の代わりに� 0として証明すればよいことが分かる。そこ
で今度は変形空間の代わりにベルトラミ係数の空間を考える。まず形式的計算により
容易に分かるように�による引き戻し

�� : M1(X;R)!M1(fX;� 0)
がノルムを保つ同型写像となる。よって、あとはこの写像がQC0(X;R)をQC0(

fX;� 0)
に全単射に写すということだけチェックできればよい。これは一般には被覆関係が局
所閉ではないことや、その正規化写像が単射ではないことなどから少し厄介であるが
、例えば次のようにすればよいであろう。
まず R 2 Rとすれば仮定よりある 2 Aut(fX)が存在して R = graph()とな

る。このとき、任意の! 2 QC0(X;R)に対して!tを恒等写像と結ぶ一様擬等角アイ
ソトピーとして~!tを理想境界を止めるようなfXへの!tの持ち上げとする。このとき、
~!t� = �~!tすなわち(~!t�~!t)(graph()) = graph()が示せればよい。t = ~!t��~!�1t
とおくことにする。するとまず

(� � �)(graph(t)) = (� � �) � (~!t � ~!t)(graph()) = (!t � !t) � (� � �)(graph())

= (!t � !t)(R) = R = (� � �)(graph())

であることに注意しておく。すると任意のXの単連結部分領域Uとそこからの�の正
則切断 s : U ! eUを考えた時、
(���)(graph(t))\ (U �X) = (���)(graph())\ (U �X) =

[
�2�0

graph(� � � � �s)
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となるから、特に

graph(� � t � s) �
[
�2�0

graph(� �  � � � s)

であることが分かる。この右辺は（交わりを持つかもしれないが）高々可算個のグラ
フの和集合であり、左辺は tについて連続に動くのだから、実際には最初からずっと
同じグラフに含まれ続けていなければならない。従って特に任意の tについて

graph(� � t � s) = graph(� �  � s)
であることが分かるが、これは� � t � s = � �  � sがU上で成り立つことを意味し、
従って特に� � t = � � がeU上で成り立つことが分かる。これよりさらに各 tについ
てある�t 2 �0が存在してt = �t � であることが分かるが、�tも連続に動いていなけ
ればいけないが、�0は離散群であったから実は動きようがない。従って�t = idすな
わちt = が eU上で成り立つことが証明できた。eUの任意性からこれで主張が言えた
ことになる。

さて、Riemann面Xに対して普遍被覆を考えれば、ほとんどの場合は普遍被覆面
として上半平面Hが取れるわけだから、応用上はAut(H) = PSL(2;R)の閉部分群�
に対するTeichm�uller空間Teich(H; � )の構造を決定することが重要となる。そこで、
まずその前にAut(H)の閉部分群の構造を決定することから始めよう。
まず�をAut(H)の閉部分群とする。Aut(H)はLie群だから�もその閉部分群とい
うことでやはりLie群となる。そこで�の次元について場合分けすればよいことにな
る。すると次のような分類定理が得られる。

定理 3.5 (PSL(2;R)の閉部分群の分類定理). �をPSL(2;R)の閉部分群とする。
(1) dim� = 0の時、�は（一般には torsionを持つ）Fuchs群、つまり離散部分群
である。

(2) dim� = 1の時、�は双曲型変換、放物型変換、楕円型変換のいずれかからな
る（可換な）1パラメータ族であるか、または双曲型変換からなる 1パラメー
タ族の（2個の固定点を交換する位数 2の楕円型変換による非可換な）Z2-拡
張である。

(3) dim� = 2の時、�は向きを保つ実 1次元 a�ne変換群A�+(1;R)に共役であ
る。別の言い方をすれば1の固定群、つまり z 7! az + b (a > 0; b 2 R)の
形の元からなる部分群に共役である。

(4) dim� = 3の時、� = PSL(2;R)である。

Proof. 本筋とは離れるので詳しくは述べる余裕がないが、適当な参考書も知らないの
で証明の方針だけ述べておこう。まず0,3次元の場合は自明であろう。1次元の場合は
�0を恒等写像を含む�の連結成分とすれば、exponential mapを考えればこれが可換な
1パラメータ族であることは分かる。後は双曲的、放物的、楕円的の場合に分けて考え
ればよい。2次元の場合が少し厄介であるように思われるが、次のようにすればよかろ
う。�のすべての元がHの境界上のある 1点を固定することを言えばいいので、そう
でないと仮定する。すると�は必ず双曲型変換を含まなければけないので（genericに
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は元は双曲型でなければならない）、例えば1パラメータ族�1 = fz 7! tz; t > 0gを部
分群として含むとしてよい。（exp : sl(2;R)! SL(2;R)が普遍被覆写像となっている
ことに注意せよ。）すると、仮定より�は2次元なのだから、両方の固定点を�1の固定
点である0;1以外に持つような双曲型の 1パラメータ族�2がある。それはPSL(2;R)

の中で�1と共役なので、あるA =

 
a b
c d

!
2 SL(2;R)に対して�2 = A�1A

�1と書け

る。取り方から、abcd 6= 0であることに注意しておこう。そこで行列表示を考えて

t > 0に対してH(t) =

 
t 0
0 1=t

!
とおき、次の写像

(s; t; u) 7! H(s)AH(t)A�1H(u)

を考えれば、この像の行列の表す変換は�に入っているはずであるが、一方この写像は
t 6= 1において階数が 3となっていることが分かる。これは次元の仮定に反する。

準備が整ったところで、PSL(2;R)の閉部分群�に対するTeich(H; � )の構造定理を
述べることにしよう。

定理 3.6. �をAut(H)の閉部分群とする。
(1) �が離散的なとき、Teich(H; � )はRiemann面（一般にはorbifold）のTeichm�uller
空間Teich(H=� )と自然に同型である。

(2) �が 1次元で、ある双曲直線を保つとき、Teich(H; � ) �= H:
(3) それ以外の場合はTeich(H; � )は 1点につぶれる。

Proof. (a)は古典的である。(b)の場合を考える。�0を�の単位元を含む連結成分とす
る。すると、これは閉部分群の分類定理と仮定によりこれは双曲的1パラメータ族で
ある。単位元以外の元0 2 �をとればH=h0iはある円環領域A(R)に等角同値であ
り、�0の作用はAut0(A(R)) �= S1の作用として残る。ゆえに定理3.1から� = �0の場
合には

Teich(H; � ) �= Teich(H=h0i; �0=h0i) �= Teich(A(R); S1) �= H

となる。� 6= �0の場合は� �= �0 oZ2となるが、この場合は�=h0i �= S1oZ2である
から、定理3.2により

Teich(H; � ) �= Teich(A(R); S1
o Z2) �= H

であることが分かる。
最後に他の場合を検討する。やはり閉部分群の分類定理により�が 1次元の場合に

は連結で楕円型、または放物型となる。楕円型の場合は簡単のためM�obius変換で移
すことによって上半平面の代わりに単位円板�で考えて、�が原点を固定するとして
よい。すると自然に� �= S1となり任意のDef(�;� )の元�は�(�) = �; �(0) = 0と仮
定してよいので、そうすると定理3.1の証明におけるように�は回転群 S1と可換にな
る。従って特に�j@�はある回転の元と等しい。これより�の境界の各点を固定する
ホモトピーにより�はとホモトピックとなり、従って定理2.1によりTeich(�;S1)の
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元として [�] = [] = [id]となり従ってTeich(�;S1) �= Teich(H; � )が 1点になること
が分かる。
次に�が放物型になるときを考える。このときは�は共通の固定点を@H = R\f1g

に持つが、最初からこれが1であるとして一般性を失わない。この場合は�は実軸
に沿った平行移動全体と一致し、従って� = Rとみなせる。� 2 Def(H; � )とすると
これも写像定理により�(H) = H; �(1) =1であるとしてよい。�は向きを保つので
、これによる共役は� = Rからそれ自身への順序を保つ中への（加法群としての）同
型写像となるが、このようなものは明らかに正の定数倍によるものしかない。従って
�jbRはある a�ne変換 : x 7! ax+ b (a > 0; b 2 R)と一致することがわかり、楕円
型の場合と同様にTeich(H; � )が 1点につぶれることが分かる。
では、その次に�が2次元の場合を考えよう。この場合は分類定理から� = A�+(1;R)

と仮定してよい。するとその交換子群 [�; � ]は放物型の 1パラメータ族、すなわち平
行移動全体と同型になり、� 2 Def(H; � )を�(H) = H; �(1) = 1とすると�による
共役は [�; � ]をそれ自身に単射に写すので先の場合と全く同様にしてTeich(H; � )が
1点になることが分かる。
最後に�が 3次元の場合であるが、この場合はDef(H; � )自体が 1点になってしま
う。実際� 2 M1(H;Aut(H))とすれば、任意の 2 Aut(H)に対して

�((z)) 0(z)= 0(z) = �(z)

がほとんどいたるところ成り立たなければならないが、簡単な議論からこれより� = 0
が従う。

ここで後でも少し必要となるので、具体例について触れておこう。

例 3.3. Xとしては単位円板�から原点を抜いたものを考え、f : X ! Xとして kを
自然数として f(z) = zkとする。(これは超吸引不動点の近傍における局所的な力学
系モデルとなっている。）そこで� : H! Xを�(z) = e2�izとすればこれは普遍被覆と
なっており、その被覆変換群は� = hiである。ただしここに(z) = z+1とする。す
るとこの被覆に関して fの持ち上げとしては�(z) = kzを取ることができることが分
かる。� 2 Aut(H)だからRfは被覆関係になっている。さて� �  = k � �であること
に注意すると容易に分かるように h; �iのPSL(2;R)における閉包は 1次元 a�ne変
換群A�+(1;R)である。従って、定理3.6によりこのTeichm�uller空間Teich(X; f)は 1
点につぶれていることが分かる。

あと少し、以下で必要になるTeichm�uller空間の基本的な性質について述べておく。
まず、面の直和のTeichm�uller空間（直和の正確な定義はここではしないが、容易に
想像はつくであろう）は、（`1に対応するような）ある種の制限直積の形をとる。

命題 3.7. (X;R)を被覆関係の族からなる正則力学系 (X�;R�) (� 2 A)の直和とす
れば、

Teich(X;R) �=
Y
�2A

0
Teich(X�;R�)
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が成り立つ。ただし、ここに
Q0は各成分の基点からのTeichm�uller距離が一様に有界

なもののみを許す直積である。

Proof. まずDef(X;R) =
Q0Def(X�;R�)は明らかである。従って、あとはQC0(X;R) =Q0QC0(X�;R�)を示せばよい。この左辺が右辺に含まれることは自明だが、逆の包

含関係が自明ではない。しかし、これも定理2.1の注意にある一様擬等角アイソトピ
ーの最大変形率が元の擬等角写像の最大変形率に応じて一様に有界に取れることに
注意すればよい。ただ、この定理を使うためには一度Hの擬等角写像に持ち上げて
考えなければならないので、正則関係がうまく持ち上がるための条件として被覆関係
であるという仮定を用いるのである。

4. 有理函数のTeichm�uller空間

この節では有理函数fのTeichm�uller空間Teich(bC; f)について考察する。あるいは
できればより一般に整函数の力学系も考えたいので、最初は一般に1次元複素多様体
Xの自己正則写像 f : X ! Xでどの成分でも非定数なものを考える。
まず、クライン群の場合と同様に、fによる商を考えたいので次の定義を導入す

る。x; y 2 Xに対してある自然数n;mが存在して fn(x) = fm(y)となるとき、x; yは
grand orbit equivalence relationを満たすと言い、x � yで表す。特に n = mに取れ
る時は small orbit equivalence relationを満たすと言い、x � yで表す。grand orbit
equivalence relationによるXの商空間をX=fで表し、もちろんこれには商位相を入
れておく。この関係式が離散的であるとは任意のxの軌道が離散的であることと定義
する。以下ではTeichm�uller空間Teich(X; f) := Teich(X;Rf)を考察することが主な
目的となるが、まず次の定理が本質的な部分への必要な情報を与えてくれる。

定理 4.1. 1次元複素多様体Xの任意の成分が双曲的であるとする。また f : X ! X
を（分岐点を持たない）解析的な自己被覆写像とし、さらにX=fが連結であるとする。

(1) fの grand orbit relationが離散的であるならばX=fは通常のRiemann面とな
り従ってTeich(X; f) �= Teich(X=f)となる。

(2) fの grand orbit relationが離散的でないとし、さらにXのある成分がモジュラ
ス有限な円環領域Aを持つならば

Teich(X; f) �= Teich(A;Aut0(A)) �= H

となる。
(3) それ以外の場合はTeich(X; f)は 1点につぶれる。

Proof. まずXの成分の1つをX0としXn = fn(X0)とおく。すると各n � 0に対して
f(x; y) 2 X0�X0; f

n(x) = fn(y)gはある被覆関係の族Rnのdisjoint unionとなるが
、R = [1n=0Rnとしたとき実は

Teich(X; f) �= Teich(X0;R)

19



が成り立つ。実際、これを見るにはまずベルトラミ係数や擬等角写像をX0に制限す
ることにより自然な写像

M1(X; f)! M1(X0;R); QC0(X; f)! QC0(X0;R)

を得るが、これらが実際に全単射になることは形式的計算により容易に分かる。よっ
て上記の同型も得られる。
さて、ここで�0 : H ! X0を普遍被覆とする。すると�n = fn � �0 : H ! Xnも

やはりXnの普遍被覆になることに注意してその被覆変換群を�nと書くことにする
と、�nは�0と被覆関係Rnの持ち上げによって生成された群とも思え、従って特に
�0 � �1 � �2 � � � �であるが、� = [�nとしたとき、定理3.3により自然に

Teich(X0;R) �= Teich(H; � )

となっていることが分かる。また定義から明らかなようにXの grand orbit relation
が離散的であるためには�が離散的であることが必要十分である。さて、そこで以下
では�について考えていこう。まず、�はlim�!�n =

S
�nの閉包という形であったので

、2次元以上ではあり得ない。実際、もし 2次元以上であったとすれば、lim�!�nの非
初等的部分群（従って離散的）の列 hn; �niでn ! id; �n ! idなるものが取れるは
ずだが、これは例えば J�rgensenの不等式

jtr2n � 4j+ jtr[n; �n]� 2j � 1

（ここにtrは行列表示の trace、[; �]は交換子を表す）に反する。ゆえに�は高 1々次
元である。また、各�nが楕円型変換を含まないことから容易に分かるように�も楕円
型変換を含まない。
�が 0次元ということは�が離散的ということと同値だからこの場合は容易に分か

るようにX=f �= H=�であるので主張 (1)が従うことが分かる。そこで�が 1次元の
場合を考えてみよう。上の注意から�は楕円型変換を含まないので連結な双曲型また
は放物型の 1パラメータ族であることが分かる。またさらに、X0の被覆変換群�0は
この部分群であったわけだから、特に可換群となり従ってX0は単位円板、穴あき円
板 (punctured disk)またはモジュラス有限な円環領域と等角同型でなければならない
が、単位円板とすると�nも全て単位群でなければならず、これは�が 1次元であるこ
とに反する。従ってX0は穴あき円板またはモジュラス有限な円環領域でなければな
らない。�は前者の場合に放物型となり後者の場合に双曲型となる。定理3.1によれ
ばTeich(H; � )がHと同型になるのは正確に双曲型の場合だったわけだから、これに
より定理の後半の主張も示されたことになる。

さて、以下では有理関数の場合に話を絞って考えていくことにする。f : bC! bCを
次数 d > 1の有理函数とする。吸引鉢や放物鉢の点の grand orbitは離散的であるが
、超吸引鉢の small orbitやSiegel円板、Herman環のgrand orbitは非離散的となり、
その閉包は自然に葉層構造を定め、それらは（高々可算個の leafを除いて、また超吸
引鉢の場合は少なくとも周期系の十分近くでは）実解析的単純閉曲線となる。
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さて、それでは有理函数 fについてそのTeichm�uller空間Teich(bC; f)を考察してい
こう。周期点や分岐点の grand orbitはQC0(

bC; f)の作用で各点ごとに不変だから、
従ってジュリア集合（これは反発周期点全体の閉包として特徴づけることもできる）
、（超）吸引周期点、及びpost critical set Pなども不変である。そこで、bJを周期点
及び分岐点 (critical points)の grand orbit全体の閉包とすると特にJ � bJであり、集
合 bJ n Jは次の３種類の集合の和集合になっていることが分かる。
1. fの Julia集合 J
2. （超）吸引鉢や Siegel円板に含まれる周期点や吸引鉢や放物鉢に含まれる分岐

点の grand orbit
3. Siegel円板、Herman環及び超吸引鉢に含まれる非周期的分岐点の grand orbit

を含む leaf

2,3の集合は測度 0であることに注意しておく。
そこで、b
 = bC � bJ � 
とおくと（ただし
 = 
fは fの Fatou集合とする）、

f : b
 ! b
は周期点を持たない（不分岐）被覆写像である。QC0(
bC; f) = QC0(

b
; f)
に注意すれば、

Teich(bC; f) = M1(J; f)�Teich( b
; f)
=M1(J; f)�

Y0
W
Teich(W;f)

であることが分かる。ただしここにWは grand orbit relationに関して同値な b
の成
分の和であるような完全不変開集合全体にわたって取るものとする。（これの証明に
は定理3.7に注意すればよい。）
従ってあとはNo Wandering Domains Theoremを認めておけば、Wの各成分はfの

反復合成により最終的に
のある成分Uに landするのでUの周期を pとしÛ = U n Ĵ
としてWが landするÛの成分をW1とすれば定理4.1（の証明）によりTeich(W;f) �=
Teich(W1; f

p)となる。従って以下の各場合についてのみ調べれば十分である。ここで、
次のような定義を導入しておこう。x; y 2 
が同じ葉層化同値類 (foliated equivalence
class)に属するとはx; yの grand orbitの閉包が一致することであるとする。Uに含ま
れる非周期的な分岐点 (critical point)の葉層化同値類の個数をnとしておく。
各論に入る前に古典的Teichm�uller空間論での常識を述べておくと、(g; n)型Rie-

mann面（すなわち種数 gのコンパクトRiemann面からn個の点を抜いて得られるよ
うなRiemann面）のTeichm�uller空間 Tg;nの複素次元は

dimTg;n = 3g � 3 + n

である。ただし、双曲的でない面となる 2g � 2 + n � 0なる型は除く。

まず有理関数のTeichm�uller空間の次元に関する情報に関して簡単な考察により次
のような結果が成り立つことが分かる。（この原理は有限生成Klein群のTeichm�uller

21



空間の有限次元性の証明にも同様に働く。）

補題 4.2. �n � Def(bC; f) = M1(bC; f)を多重円板としこの上では標準射影� : Def(bC; f)!
Teich(bC; f)が単射になっているとすると

n � 2d� 2 = dim(Ratd=Aut(bC))
である。

Proof. � : Def(bC; f)! V := Ratd=Aut(bC)を [�; bC; g] 7! g modAut(bC)によって定ま
る写像とする。Vは 2d � 2次元の complex orbifoldとなる。もし n > 2d � 2ならば
� : �n ! Vの�berは正の次元を持つ解析的集合となる。従って、�n内のある自明で
ない曲線 (�t; gt) (0 � t � 1)があって gtが変化しない（つまりgt = g0）ものが取れ
る。しかし、�t�1 � �0は fと可換であり従って bJ上で恒等写像となっているから、定
理2.1により�t�1 ��0 2 QC0(

bC; f)である。ゆえに (�t; g0)のTeich(bC; f)での像は 1点
になってしまうが、これは�の単射性の仮定に反する。

古典的場合についてはDef(X) ! Teich(X)が正則しずめ込みになっていることは
よく知られているが、定理3.1および定理3.2から分かるようにそれ以外の場合はそも
そもTeichm�uller空間が 1点につぶれているか、またはこの射影が大域切断を持つよ
うな正則しずめ込みになっていることに注意すれば、以下の議論と合わせて次の系を
得る。

系 4.3. 次数 d > 1の有理関数のTeichm�uller空間の次元は高 2々d� 2である。

それでは、いよいよ各成分について見ていくことにしよう。Fatou成分の分類定理
によりWが landする周期的Fatou成分Uは次の５つのタイプに分類される。これら
のうちgrand orbit relationが離散的となるのは次のa,bのタイプのみで、残りのc,d,e
の場合には非離散的となる。従って、非離散的な場合には定理4.1からÛ = U n Ĵとし
てÛの連結成分でモジュラス有限な円環領域の grand orbit equivalence classの個数
をmとすれば、Teich(Û; fp)はm次元多重円板Hmと等角同型となることが分かる。

a. 直接吸引鉢：W=f �= Û=f pは (1; n)型Riemann面になる。実際 fpのUにおける
吸引不動点を aとすれば、この点の近傍での力学系は 0 < j�j < 1として : z 7! �z
と解析的に共役となる。従って (U n fag)=fp �= C�=hiとなりこの右辺は容易に分か
るように複素トーラスである。(U n Û)=fpは仮定よりn点だから主張が従う。従って

dimTeich(Û; fp) = n

である。
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b. 直接放物鉢：W=f �= Û=f pは (0; n+ 2)型Riemann面となる。従って、

dimTeich(Û ; fp) = n� 1:

実際、よく知られたことからある正則関数 : U ! Cが存在して (f p(z)) =  (z)+1
を満たし、さらに (U)はある右半平面を含みそこでは Uと１対１に対応している。
これより特に

U=fp �= C=hz 7! z + 1i �= C�

であることが分かり、W=f �= Û=f pはこれからさらにn点抜いたものだから (0; n+2)
型Riemann面となる。

c. Siegel円板：UをSiegel円板とする。するとこの場合はUは単位円板と等角同値
で fpの作用は非有理的回転と共役になっている。従って、この場合はÛのモジュラス
有限な円環である連結成分の個数はnとなっており

Teich(Û ; f p) �= H
n

である。

d. Herman環：UをHerman環とする。この場合はUはモジュラス有限な円環と等
角同値で fpの作用はやはり非有理的回転と共役になっている。従って、この場合は
Ûのモジュラス有限な円環である連結成分の個数はn+ 1となっており

Teich(Û ; fp) �= H
n+1

である。

e. 超吸引鉢：Uを超吸引周期点aとする超吸引直接鉢とする。するとまずa以外の
分岐点の grand orbitが乗っている leafが存在しないとき（つまりn = 0のとき）は
、aの近傍ではこの力学系がある整数 k > 1に対して z 7! zkという原点の回りでの
力学系と共役であることから、例3.3によってこのTeichm�uller空間が 1点につぶれて
いることが分かる。（このときは、zの方で見て円環 fz; rk0 < jzj � r0gが一種の“基
本領域

”
のような役割を果たすことに注意せよ。）次にn > 0の時はÛの成分で互い

に grand orbit relationで同値でないものの個数はn個であるから、従って定理4.1に
より

Teich(Û ; f p) �= H
n

であることが分かる。これはもちろんn = 0の場合も包含している。
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f. 最後にM1(J; f)の部分であるが、これについてはさらに説明を要する。Eを J
の部分集合で完全不変可測集合とする。E上の不変線分場 (invariant line �eld)とは
E上のbCの接空間の実 1次元Grassmann束（大ざっぱに言えば、接空間の実 1次元
部分空間全体を集めたもの）への可測な切断 (section)Lであり

L � f = f� � L
がE上ほとんどいたるところ成り立つようなものである。ただし、ここに f�は微分
df : T bC! T bCにより自然にそのGrassmann束に誘導される写像とする。（f�はdf 6= 0
なるところでは定義可能であるから上の定義は意味を持つ。）このように記述するとち
ょっと分かりにくいが、通常のベルトラミ微分の言葉を使えばもっと簡潔に表すことも
できる。すなわち、E上の不変線分場とはE上の f不変なベルトラミ微分� = �(z)d�z

dz

で j�j = 1がほとんどいたるところ成り立つもの、と思ってもよい。
“
思い方

”
は、�

が与えられた時には

L(e) = fv 2 Te bC;�(v) = 1 または v = 0g
と定めればよい。すると次のような定理が成り立つ。

定理 4.4. M1(J; f)は有限次元多重円板でありその次元はJの中で不変線分場を持つ
ような完全不変可測集合のエルゴード成分の個数に等しい。

Proof. まず次のような写像を考える。

M1(J; f) ,! Def(bC; f)! Teich(bC; f);
ただし� 2 M1(J; f)に対しては
には 0で拡張してさらに 0; 1;1を固定するよう
な正規化された擬等角写像を考え、それをw� : bC ! bCと書くことにする。さらに
その Teichm�uller同値類を取ったものを [w�]と書くことにしよう。�; � 2 M1(J; f)
に対して [w�] = [w� ]であったとしよう。すると、Teichm�uller同値の定義からある
!0 2 QC0(

bC; f)があってw� = w� � !0となる。ここに!0は J上では恒等写像であり
作り方から
上では等角写像であることに注意する。実際、f(z) = !0(z)=zを考える
とこれは
の閉包で連続で内部で正則であり、しかも境界では値が 1である。従って
最大値の原理から容易に f(z) = 1を得る。これより!0 = idであることが分かる。故
に� = �である。すなわち上記の写像M1(J; f)! Teich(bC; f)は単射である。従って
補題4.2よりM1(J; f )の有限次元性が分かる。エルゴード的サポートを持つような不
変線分場がM1(J; f)の基底をなすことは明らかであろう。

以上の結果をまとめると次のようになる。

定理 4.5. 次数 2以上の有理関数のTeichm�uller空間は複素多様体の構造を持ちその
次元は dimTeich(bC; f) = nAC + nHR + nLF � nP である。ただしここに
nAC =Fatou集合に含まれる周期点でない分岐点の葉層化同値類の個数、
nHR =Herman環の個数、
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nLF =Julia集合内のエルゴード的線分場の個数（= dimM(J; f)）、
nP =放物周期系の個数
である。しかも標準射影� : Def(bC; f) ! Teich(bC; f )は正則しずめ込みになって

いる。

最後に有理関数のTeichm�uller modular群がそのTeichm�uller空間に不連続に作用
することを証明してこの節を終わろう。

定理 4.6. Mod(bC; f)はTeich(bC; f)に等角同型写像として properly discontinuousに
作用する。

Proof. 構成の仕方からMod(bC; f)はTeich(bC; f)に等角写像として、またさらに Te-
ichm�uller距離に関して等距離写像として作用することは明らか。従って、この作用
によって自然に次の連続準同型が誘導される。

� = �f : Mod(bC; f )! Aut(Teich(bC; f)):
一方、この右辺はLie群の構造を持ちG := Im�はその閉部分群だからGもやはりLie群
の構造を持つ。今仮にdimG > 0であるとするとある曲線(�t; bC; f ) 2 QC( bC; f) (0 �
t � 1)でMod( bC; f)において非定数なるものが取れる。しかし、これは fの周期点や
分岐点をを固定しなければならないので特にĴ上で�t = �0でなければならない。よっ
て定理2.1により�t�1 � �0 2 QC0(

bC; f)となり、これは�tがMod(bC; f)において定点
となることを意味し矛盾である。よってdimG = 0であることが言えた。これよりG
がAut(Teich(bC; f))の離散部分群であることが証明されたことになる。
さて、今度はこのGがproperly discontinuousに作用することを言えばよいが、こ

れを言うにはGは等距離写像として作用しているのだから単に不連続(discontinuous)

に作用することだけを言えばよい。その前にまず、1点P = ([�]; bC; g) 2 Teich(bC; f)
におけるMod(bC; f)の固定群HはAut(g) = f 2 M�ob; g �  =  � ggに自然に同型で
あることに注意しておこう。Aut(g)は定義から分かるように有限群であるから従っ
てHも有限群である。（例えば、これはAut(g)の元が gの周期nの周期点を置換して
いることからすぐに分かる。）
さて、もし不連続に作用していないとすると、ある互いに相異なる点列�([!n; bC; f ]) 2

Gとある点P = ([�]; bC; g)が存在して [!n]P ! Pとなる。つまり

d([� � !�1n ]; [�]) = d([� � !n]; [�])! 0 (n!1)

である。（ここに dはTeichm�uller距離。）これは [!n]の代表元を適当に選べば�n :=

� � !n � ��1 2 QC(bC; g)に対してK(�n) ! 1 (n ! 1)とできることを意味する。
これより擬等角写像の正規性から適当な部分列を取ることによりある 2 QC(bC; g)
に対して�n ! （一様収束）となる。最大変形率の下半連続性からは正則となり
従って特に 2 Aut(g)となる。これよりAut(Teich(bC; g))において�g([�n]) ! �g()

であることが分かり、先に示したように�g(Mod(bC; g))は離散的であったのだから、
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これより十分大きな nに対しては�g([�n]) = �g()であることが分かる。このことか
ら特にTeich(bC; g)の点として [�n] = []であることが分かるが、これは元に戻れば
� � !n � ��1がとTeichm�uller同値であることを意味するので、特に [!n]P = Pであ
る。Pの固定群が有限群であったことから、これは [!n]を相異なるように取ってきた
ことに反する。よって不連続に作用することが示された。

5. �-lemma, 安定性

最後にこの節において有理函数の正則族について簡単に考察する。Xは（一般次元）
複素多様体とする。f�(z)が有理函数のX上の正則族であるとは、函数 (�; z) 7! f�(z)

が写像X � bC! bCとして正則であることである。
　
まずいわゆるholomorphic motionについて述べておく。これは injectionの正則族

のことであるが、後で述べるような著しい性質を持つ。
(X; x)は基点付き複素多様体、AはbCの部分集合とする。� : X �A! bCが集合A

の holomorphic motionであるとは、
1. 各 a 2 Aについて��(a) = �(�; a)は�について正則である。
2. 各� 2 Xについて�� : A! bCは単射である。
3. �x = idA:

定理 5.1. (�-lemma) Aの holomorphic motion は一意的にAの holomorphic motion

に拡張でき、その拡張� : X � A! bCは 2変数について連続になり、しかも各�につ
いて��はbCの自己擬等角写像に連続拡張できる。
定理 5.2. (harmonic �-lemma) � : ��A! bCを3点以上からなる集合Aのholomor-

phic motionとし、�は単位円板とすると、�j�(1=3) � AはbC全体への holomorphic

motionに拡張して、さらに��のベルトラミ係数がbC � A上で
“
調和

”
にすることが

出来、しかもこの条件の下に拡張は一意的である。

　
Xtopを、� 2 Xで、ある近傍Uがあって任意の� 2 Uに対して f�と f�が位相的に

共役になっているもの全体として定める。
また、Xqcも

“
位相的

”
を
“
擬等角

”
に変えて同様に定義する。

Xpostは、� 2 Xで�の近傍でf�の分岐点の個数が（重複度を込めずに）一定である
とする。この時、実は�の近傍で分岐点に c1(�); : : : ; cn(�)とラベルを打つことが出来
るが、このラベルに関してさらに分岐軌道関係が局所的に一定、つまり、fa(ci(�)) =
f b(cj(�))が成り立つような整数の組 (i; j; a; b)が�によらずに局所的には一定である
ような点全体とする。
Xstableはx 2 Xである近傍Uが存在してfxのジュリア集合Jxのholomorphic motion

で力学系と可換なものが取れるもの全体とする。これについては、色々同値な定義
が知られているが、例えば f�の吸引周期系の個数が xの近傍で一定であるような点
x 2 Xの集合と言い換えることも出来る。
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Xtopは topologically stable parameters、Xqcはquasiconformally stable parameters
、Xpostはpostcritically stable parameters、X stableは J-stable parametersとそれぞれ
呼ばれている。Xqc � Xtop � Xpost; Xtop � Xstableはほぼ自明であろう。しかし、
�-lemmaなどを用いれば実は次の結果が成り立つことが分かる。

定理 5.3. Xqc = Xtop = Xpost

また、構造安定性については次の結果が知られている。

定理 5.4. XtopはXにおいて open denseである。
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