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1. 一様完全性の定義とその背景

古典的な解析学は滑らかなものをその主な研究対象としてきた．しかし，比較的単純な構造を
持ちながらも滑らかとは限らないものが自然な数学的対象となり得ることが近年認識されるように
なってきた．特に，ある種の自己相似性を持つ集合については，その組み合わせ的な構造を駆使し
て深い解析が可能であることが分かってきた．この方法論は非常に強力ではあるが，構造が変われ
ば手法も替えなければいけないため，統一的な扱いが一般には難しい．従って，扱いが比較的簡単
で，その図形の持つ性質をうまく反映し，有益な情報が得られるような，一般のコンパクト集合に
ついても適用可能な数学的量が定義できれば，この分野の進展にとって重要な役割を果たすであろ
う．例えば Hausdor�次元などはその例である．
連結で 2点以上からなるコンパクト集合は連続体と呼ばれるが，例えば次元の低い空間に射影す

ることなどにより，それに対して有益な情報が得られることが多い．一方，孤立点は構造が別の意
味で単純なので一般には難しい対象ではない．位相空間論において，孤立点を持たないような閉集
合は完全 (perfect)であると呼ばれている．Euclid空間内の，連続体を含まない（つまり全不連結
な）完全集合は（一般）Cantor集合と呼ばれるが，このようなものの解析が，ある意味で最も難し
いともいえる．
この論説では完全性を定量化した一様完全性という概念について説明し，定義の見かけの単純さ

にもかかわらず，この性質から全不連結な対象についてさえも多くの有益な情報が得られることを
概観したい．実際に 5節で見るように，ある種の自己相似性を持つようなコンパクト集合の多くが
この性質を享受している．以下ではより深い結果を導くために，複素平面またはリーマン球面（2
次元球面）内のコンパクト集合に限ることにし，それ以外の場合については 6.1節で現況を述べる
にとどめたい．なお，自明な場合を排除するために，何も断らなければ，以下では 2点以上からな
るコンパクト集合のみを考えることにする．

1.1. 定義. リーマン球面 bC = C [ f1g内のコンパクト集合 Eが一様完全 (uniformly perfect)で
あるとは，ある定数 c > 0が存在して次の性質が成立することをいう：任意の有限点 a 2 E と任
意の 0 < r < d(E)に対して，E の中に cr � jb� aj � rを満たす点 bが取れる．ただし，ここに
d(E)は集合 Eの Euclid直径とし，1 2 Eの場合は d(E) = +1と約束する．このとき，aに近づ
く E n fag内の点列が取れることから Eが完全であることが分かる．上の定義は，集合 Eを aの
周りでどんな倍率の顕微鏡で観察してもある決まった半径の区域に必ず Eの他の点が見つかること
を意味している．その意味で，`一様'という名が冠されているのである．定義から容易に分かるよ
うに，この概念は平面の相似変換に関して不変な性質である．しかし実際には，（定数 cの変化を許
せば）M�obius変換を含むリーマン球面のより一般の変換についても不変な性質であることが分か
る（2.1節参照）．このことを考え合わせると，上の定義で球面距離ではなく Euclid距離を用いて
いること，あるいは，無限遠点が見かけ上特別な役割を果たしていることは少し奇異に感じられる
かもしれないが，以下に述べる（無限遠点を特別な点とはしないような）一様完全性のより自然な
定式化によって，この概念の普遍性が理解されるであろう．

1.2. 小史. 定義を見ると何でもない性質のように思えるが，筆者の知る限り，一様完全性がこの
ような形で文献に現れたのは Pommerenke [61]が最初である．同値な条件が実際には Beardon-
Pommerenke [8]に既に現れているが．なお，ほぼ同じ時期に Tukia-V�ais�al�a [81]によって等価な概
念が `等質的稠密'(homogeneously dense)という名の下に別の文脈から与えられている．それまで
このような概念が系統的に研究されたことがなかった，というのはむしろ驚くべきことかもしれな
い．いずれにせよ，この概念の有用性が認識され始めると，多くの研究者がこの性質をより深く探
求また応用するようになり，この 20年ほどの間に他の色々な分野との結びつきが明らかにされて
きた．特に近年のフラクタル幾何学に対する関心の高まりは，滑らかとは限らない数学的対象をい
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かに測るべきか，その尺度となる道具に対する需要を生み出した．一様完全性はそのような尺度の
一つとして有効な手段を提供し得るであろう．

1.3. 個人的背景. ここで筆者が一様完全性を最近の研究対象の一つとして選んだ背景について簡単
に記しておきたい．もともと筆者は Teichm�uller空間の Bers埋め込みを研究するために，Schwarz
微分とは何かを自分なりに理解しようとしていた．そのときある目的から，与えられた領域の解析
的普遍被覆の Schwarz微分の双曲ノルムが有限になるための条件を模索していて，一様完全性の概
念に到達した．1994年頃のことである．独力でいくつか同値な概念を見いだしていたが，その後
Pommerenkeによる一連の仕事を見て，ほとんど全て既知であったことを悟った．ただ，若干の新
しい知見も得られていたので，それらも含めてまとめたものが筆者による [69]である．
なお，この論説を書くにあたり筆者が滞在していた Helsinki大学，特に有益な助言を下さった

Matti Vuorinen氏には，大変お世話になった．この場を借りてお礼申し上げる．

2. 幾何的特徴付け 　{ 　裏側から見た一様完全性

コンパクト集合E � bC の補集合を 
で表すことにする．この節では Eの一様完全性を開集合 

の持つ幾何的性質により特徴づけることを考える．従ってこの節では 
を主に考えることとする．
なお，
の境界 @
はつねにリーマン球面内で考える．C における 
の相対境界 @
 n f1gは，そ
れとは区別するために以下では @b
により表記することにする．

2.1. 円環のmodulusによる特徴付け. この論説では 2重連結領域を円環と呼び，r1 < jz�aj < r2
の形の円環を特に同心円環と呼ぶことにする．任意の円環Aは実際にこのような形の同心円環と解
析的同値であることが知られているが，量 log(r2=r1)は Aのみによって定まる等角 (解析的)不変
量である．これを Aのmodulusと呼び，記号で modAと表す．
内の円環 Aが境界 @
を分離
するとは，bC nAの二つの連結成分がそれぞれ @
と交わることをいう．Aが bC n 
を分離すると
いっても同じことである．このとき次のことが分かる．

定理 2.1 ([62], [69]). E = bC n
の一様完全性は次の各条件と同値である．
(i) @
を分離する
内の円環のmodulusが有界．
(ii) @
を分離する
内の同心円環のmodulusが有界．

定義から，一様完全性と条件 (ii)との同値性は見やすいであろう．@
を分離するような円環ま
たは同心円環 A全体に対するmodAの上限をそれぞれM(
); MÆ(
)と表すことにする．もしそ
のような Aが存在しない場合は上限を便宜上 0であるとしておく．（同様に，空集合の下限は断らな
い限り以下では +1と定める．）すると Teichm�ullerの極値領域に関する議論およびその modulus
の評価を用いて，不等式MÆ(
) �M(
) � 2MÆ(
) +C が得られる ([31], [69])．ただしここに C
は絶対定数である．従って (i)と (ii)の同値性が得られる．
もし 
が連結，すなわち領域であるならば，bC n
の各成分は単連結となるので，上の特徴付け

によって bC n
の一様完全性と @
の一様完全性は同値であることが分かる．また，K-擬等角写像
f に対して K�1modA � mod f(A) � KmodAが成り立つことはよく知られており（ [1]参照），
従って特徴付け (i)から一様完全性が擬等角写像によって不変であることが分かる．
最初に与えた一様完全性の定義や条件 (ii)は無限遠点を特別な点としているが，条件 (i)では無

限遠点はもはや特別な役割を果たしていないことに注意しておく．

2.2. 双曲計量とFuchs群. この小節ではEは少なくとも3点以上含むと仮定する．すると，Poincar�e-
Koebeの一意化定理により，
の各連結成分
0の普遍被覆面は単位円板 D = fz 2 C ; jzj < 1gと解
析的同値になるので，解析的普遍被覆 p = p
0

: D ! 
0の存在が分かる．� = �
0
をこの被覆変換

群とすると，これは D に固定点なしに作用する Fuchs群となり，単位円板上の双曲計量（Poincar�e
計量）�D = jdzj=(1 � jzj2)は �の元による引き戻しに関して不変なので，関係式 �D = p��
0

に
よって 
0に完備な Riemann計量 �
0

が定義され，実際これは普遍被覆 pの取り方に無関係であ
ることが分かる．各成分ごとにこのように計量を入れれば，
全体に計量 �
が定義されるが，こ
れを 
の双曲計量と呼ぶ．この意味で境界が 3点以上からなる開集合は双曲的と呼ばれる．（注意：
ここでの計量は Gauss曲率が �4である．曲率が �1となる計量の定義 2�
を好む著者も多いので
他の論文を参照する時などは注意が必要である．）
内の区分的に滑らかな曲線 
 の双曲的長さは
`
(
) =

R


�
(z)jdzjによって定義される．
内の閉曲線が非自明であるとは，
において，ある

1点に homotopicでないことをいう．
内の非自明な閉曲線 
の双曲的長さの下限 inf
 `
(
)を以
下では L(
)により表すことにする．これは 
が punctureを持つ場合は 0となり，持たない場合
は 
内の（単純）閉測地線の双曲的長さの下限と一致する．また 
内の 2点 z; wの間の双曲距離
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d
(z; w)は 2点を結ぶ 
内の曲線の双曲的長さの下限として定義される．ただし z; wが異なる連
結成分に属する場合は距離を無限大として定義する．z0 2 
を中心とするいわゆる距離球 (metric
ball) D
(z0; r) = fz 2 
; d
(z0; z) < rgを考える．この距離球が実際に円板と位相同型であるよ
うな rの上限を 
の z0における単射半径と呼び �
(z0)で表す．さらに z0 2 
にわたるこの下限
を 
の単射半径と呼び，ここでは I(
)により表す．すると，簡単な考察から L(
) = 2I(
)であ
ることが分かる．なお，この小節の用語は一般の双曲的リーマン面，つまり単位円板を解析的普遍
被覆面に持つようなリーマン面に対してもそのまま適用できることに注意しておく．

2.3. 双曲幾何による特徴付け. 前小節の用語を用いて一様完全性は次のようにも特徴付けられる．

定理 2.2 ([61], [69]). 
を双曲的開集合とすると bC n 
の一様完全性は次の各条件と同値である．
(i) 
内の非自明な閉曲線の双曲的長さの下限 L(
)は正．
(ii) 
の単射半径 I(
)は正．
(iii) infftr 2g; g 2 �
0 n fidg; 
0は 
の連結成分 g > 4:

ここでM�obius変換 gに対して tr 2gは gを表現する SL(2; C )の元の traceの 2乗として定める．

実際，�
0
の原始的な双曲的元 gが代表する 
0 の閉測地線の長さ lg は jtr gj = 2 cosh lg によ

り与えられることが簡単な計算により確かめられる．従って上記の三つの条件が互いに同値である
ことを見るのは易しい．問題はこれらの条件と補集合の一様完全性との関連であるが，これは閉曲
線 
 の 
における自由ホモトピー類 [
]の双曲的長さ `
[
] = inff`
(
0); 
0 2 [
]gと極値的長さ
E
[
]（例えば [1]などを参照のこと）との間の，次の比較定理により記述できる．

補題 2.3 ([69]).

2

�
`
[
] � E
[
] �

`
[
]

arctan(1= sinh `
[
])
�

2

�
`
[
]e

`
[
]:

実際には，これよりやや弱い形の結果が既に Maskit [47]により得られていたことに注意して
おく．
上の評価式は collar lemmaを用いた標準的議論により示される．大まかに言えば，双曲面上に十

分短い閉測地線があれば，その管状近傍として十分大きな modulusを持つ円環が取れ，その逆も言
えるということである（逆は易しい）．collar lemmaはこれを定量的に表現した結果である（ [27],
[11]参照)．
さて，[
]に対して characteristic ringと呼ばれる円環 Aが 
 内に取ることができ，実際その

modulusを用いて E
[
] = 2�=modAと表すことができる (Jenkins-Suita [36]. あるいは [20]を参
照のこと)．これより特に評価式 L(
) � �2=M(
) � L(
)eL(
)が従い，このことから一様完全性
との同値性が分かる（定理 2.1参照）．

2.4. 計量的特徴付け. 前小節では双曲的長さに関する性質により境界の一様完全性が特徴付けられ
ることを述べた．ここではさらに双曲密度 �
(z)の境界挙動により一様完全性が特徴付けられるこ
とを述べる．まず境界までの Euclid距離 Æ
(z) = inffjz � aj; a 2 @
gを考える．すると双曲密度
の領域拡張に関する単調性 (cf. [56])から容易に �
 � 1=Æ
を得る．
上の連続計量 jdzj=Æ
(z)は
しばしば擬双曲計量 (quasihyperbolic metric)と呼ばれ，計算や評価のしやすさから境界が滑らか
とは限らない，あるいは双曲計量を持つとは限らない一般次元の領域にも広く利用されている．例
えば [21], [22], [25], [40], [66]などを参照のこと．また，[38]にこの計量について良い概説がある．
Koebeの 1=4-定理により 
が C 内の単連結領域であれば逆向きに 1=4Æ
 � �
が成り立つことが
分かるが，一般の領域については必ずしも擬双曲計量と双曲計量は比較可能ではない．実はこの比
較可能性が一様完全性の特徴付けを与えるのである．ただし Æ
は Euclid計量により計算されてい
るので無限遠点の取り扱いについては多少の注意が必要である．以下では 0 < r � +1に対して

r = fz 2 
; Æ
(z) < rgと定める．

定理 2.4 (Beardon-Pommerenke [8]). 双曲開集合
に対して，d = d(@
)と定める．このと
き bC n
が一様完全であるための必要十分条件は，ある定数 c > 0が存在して
d上で c=Æ
 � �

が成立することである．

実際，この定理そのものが一様完全性の条件が見いだされる出発点となったようである．この結
果については他にも [61], [69], [74]などを参照されたい．証明には古典的な Landauの定理を用いる
のが本質的であるが，双曲計量の言葉でいえば，それは評価式 �Cnf0;1g (z) � 1=jzj(2j log jzjj+ C))
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がある定数 C > 0に対して成り立つこととして述べられる（この主張に関して最良の結果につい
ては [30]および [35]を参照のこと）．さらに，具体的な評価や他の幾何的量との関係については，
[86], [69]を見ていただきたい．

2.5. Schwarz微分と普遍被覆. 定数でない有理型函数 f の前 Schwarz微分 Tf および Schwarz微
分 Sf はそれぞれ

Tf =
f 00

f 0
= (log f 0)0; Sf =

�
f 00

f 0

�0
�

1

2

�
f 00

f 0

�2

= (Tf )
0 �

1

2
(Tf )

2

により定義される．これらは 1次写像，M�obius変換による座標の取り替えに関してそれぞれ 1次
微分，2次微分としての変換を受けることに注意すると，j = 1; 2に対して次に定義するノルムに
よって測るのが自然であることが分かる．すなわち，双曲的開集合 
上の有理型函数 'に対して
k'kj;
 = supz2
 �
(z)

�j j'(z)jと定める．j = 2の場合は正則二次微分の双曲ノルムとなっており
（4.2節参照）Teichm�uller空間論において非常に重要である（例えば [41]または [20]参照）．

定理 2.5 (Pommerenke [61], [62]). 
を双曲的開集合とすると，bC n
が一様完全であるため
の必要十分条件は，ある定数Cが存在して
の任意の連結成分
0の解析的普遍被覆 p : D ! 
0

に対して kSpk2;D � Cが成り立つことである．もし 
 � C であるならば，さらに別の定数C0が
存在して kTpk1;D � C0が成り立つこととも同値である．

定理 2.2から，まず bC n
が一様完全であるためには I(
) > 0が必要十分であったことを思い出
しておく．単葉函数論における Koebeの面積定理から f : D ! C を単葉函数とすると jTf (0)j � 4
および jSf (0)j � 6が成り立つことが分かる（ [41]参照）．r0 = tanh(I(
)) > 0としておく．1 =2 

と仮定して，z0 2 D を任意に固定すると，函数 f(z) = p((r0z+ z0)=(1+ z0r0z))は D 上単葉となり
これらの結果を適用することにより上の定理における必要性が示される．十分性を示すためには同
じテクニックと，次の二つの結果：`kSfk2;D � 2ならば fは D 上単葉'（Nehari [55]），`kTfk1;D � 1
ならば fは D 上単葉'（Becker [9]）を用いればよい．さらに関連した結果については [53], [44], [69],
[86]などを参照のこと．
なお，kSfk2;D � 6; kTfk1;D � 6が D 上の単葉函数 f について成り立つことが分かるが，さら

に Beardon-Gehring [7]によって任意の開集合 
上の単葉函数 f についても kSfk2;
 � 12が成り
立つことが証明されている．ところが，これと同様の主張はもはや前 Schwarz微分については成立
しないばかりか，一様完全性の特徴付けにもなっていることが Osgoodにより示された．

定理 2.6 (Osgood [60]). 
 � C を双曲的開集合とする．bC n
が一様完全であるための必要十
分条件は，ある定数Cが存在して 
上の任意の単葉函数 f に対して kTfk1;
 � Cが成り立つこ
とである．

2.6. 双曲的リーマン面への拡張. 2.1節および 2.2節で用いた量M(
)および L(
); I(
)は一般
に双曲的リーマン面に対しても同様に定義できる．ただし，この場合は境界が見えているわけでは
ないので，円環 Aが 
の `境界を分離する'とは，埋め込み写像 A ,! 
が単射な基本群の準同型
�1(A; �)! �1(
; �)を誘導することとして定義する必要がある．また，擬双曲計量 jdzj=Æ
(z)も境
界が見えない以上定義するのは困難だが，代わりに Hahn計量と呼ばれる等角不変な連続計量が一
般のリーマン面の場合にも（zを局所座標として）次のように定義され，平面領域の場合には擬双
曲計量と絶対定数によって比較可能であることが知られている ([24], [26], [52])：

�̂
(z) = inf
D�
 単連結

�D(z)

それを使えば Hahn計量と双曲計量との比較可能性により一様完全性を特徴づけることもできる．
実際，これらの条件は一般の面に対しても同値であることが分かる．

定理 2.7 ([69]). 任意の双曲的リーマン面Rに対して次の条件は互いに同値である．
1. M(R) < +1:
2. L(R) = 2I(R) > 0
3. R上のHahn計量 �̂Rは双曲計量 �Rと比較可能である．

上の同値な条件を満たす双曲的リーマン面は単射半径が正であるから，有界幾何を持つ (of bounded
geometry)という用語で呼ぶことができるであろう（cf. [64]）．ただ，現在のところ定着した用語
は存在しないようである．
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3. 解析的特徴付け 　{ 　正面から見た一様完全性

前節では補集合の幾何的性質によってコンパクト集合 E の一様完全性を特徴付けることを考え
た．この節では Eそのものの性質によって一様完全性を特徴付けることを考える．もちろん Eその
ものは複素構造や計量など良い構造を一般には持たないので，扱いそのものに微妙な解析を要する
ことが多い．以下では B(a; r)は aを中心とする半径 rの閉円板とし，開円板は D (a; r)により表す．

3.1. Hausdor�容量による特徴付け. h : (0;+1)! (0;+1)を limt!0 h(t) = 0を満たす非減少連
続函数とする．これに対して，C 内のコンパクト集合Eの可算被覆 (Bk)全体にわたる和

P
k h(d(Bk))

の下限をHausdor� h-容量 (Hausdor� h-content)と呼び，Lh(E)で表す．（ここでは Bkは任意の
集合としておく．）特に h(t) = t�である場合は L�(E)によって表す．また，d(Bk) � "を満たす
ような可算被覆についてのみ上の和の下限を取ったものの "! 0の時の極限はHausdor� h-測度
(Hausdor� h-measure)として知られ，ここでは Hh(E)で表し，h(t) = t� の場合は H�(E)で表
す．定義から明らかなように Lh(E) � Hh(E) であるから，特に Hh(E) = 0ならば Lh(E) = 0で
あるが，実はこの逆も成り立つ，すなわち Lh(E) = 0, Hh(E) = 0である．H�(E) = 0となる �
の下限が Eの Hausdor�次元と呼ばれることはもはや衆知の通りであろう．ここではそれを dimE
により表す．定義から明らかなように，一次写像 f(z) = sz+ tに関して L�(f(E)) = jsj�L�(E)な
どが成り立つ．この Hausdor�容量を用いた一様完全性の特徴付けが J�arvi-Vuorinenにより与えら
れた．この直接の系として一様完全集合は正の Hausdor�次元を持つことが分かる．より具体的な
評価については [69]あるいは以下の証明を参照されたい．

定理 3.1 (J�arvi-Vuorinen [34]). E � bC が一様完全であるための必要十分条件は，ある定数
C > 0; � > 0が存在して次が成り立つことである．

L�(E \B(a; r)) � Cr�; a 2 E n f1g; 0 < r < d(E)=2:(3.1)

3.2. 定理 3.1の証明. 以下の証明は [69]によった．
 = bC n Eとする．まず L�(B(a; r)) � (2r)�

であることに注意すれば，十分性については明らかである．そこで必要性を示すことにする．0 <
� < �0 := log 2= log(2eM

Æ(
) + 1)とし，� > 1を � = log 2= log(2� + 1)を満たすように取れば，
log� > MÆ(
)となる．c = 1=(2� + 1)とおく．

a = 0; r = 1と仮定して L�(E \ B)が正定数によって下から評価できればよい，ただしここ
に B = B(0; 1)とする．B1 = B(0; c)とする．仮定より d(E) > 2r = 2だから E n B 6= ;であ
る．円環 A = f2c < jzj < 2�cgを考えると，� の取り方からある点 x 2 E \ Aが取れる．そこ
で B2 = B(x; c)とすると B1 \ B2 = ;かつ B2 � B である．同様にして各 Bj 内に互いに交わ
らない半径 c2とする閉円板 Bj;1; Bj;2で中心が E に含まれるものが選べる．この操作を続けて各
(j1; : : : ; jk) 2 f1; 2gkに対して半径 ckの閉円板Bj1;:::;jkで中心が Eに含まれ，Bj1;:::;jk � Bj1;:::;jk�1

かつ Bj1;:::;jk�1;1 \Bj1;:::;jk�1;2 = ; となるものが順次取り出せる．そこで

F =

1\
k=1

[
j1;:::;jk2f1;2g

Bj1;:::;jk

と定めると，これは Eに含まれる Cantor集合となる．証明には直接関係ないが，kを固定すれば
族 (Bj1;:::;jk )は F の有限被覆となり，

P
d(Bj1;:::;jk)

� = 2k(2ck)� = 2� であることが分かるので
H�(F ) � 2�になっている．実際に L�(F )が正になっていることをこれから示そう．�を f1; 2gN

上の等確率分布の Bernoulli測度から誘導される F 上の測度とする．つまり，�は C 上の Borel確
率測度で F に台を持ち，�(Bj1;:::;jk) = 2�kを満たすとする．次に A = B(b; t)を任意の閉円板とす
るとき，�(A) � 18t�を示す．t � 1ならば自明なので t < 1と仮定する．kを ck+1 < t � ckとな
るように選ぶ．J = fj = (j1; : : : ; jk); A \Bj 6= ;gとすると，[j2JBj � B(b; t+2ck)であるから，
これらの円板の面積を考えれば #J � (ck)2 � (t+ 2ck)2を得る．従って，#J � (2 + tc�k)2 � 9を
得る．このことから，�(A) � �([j2JBj) = #J � 2�k � 18 � 2�k�1 < 18t� が示される．
これを用いると，次のように L�(F )の評価が得られる．(An)を任意の F の可算被覆とする．

dn = d(An)とすると各 Anは半径 dnのある閉円板 A0nに含まれる．従って上の評価から �(An) �
�(A0n) � 18d�nである．これより，

1 = �(F ) �
X
n

�(An) � 18
X
n

dn
�

となり，被覆に関する下限を取ることによりL�(F ) � 1=18を得る．従ってL�(E\B) � 1=18が任意
の� < �0に対して成立することが分かるが，�次元Hausdor�容量の次元に関する左連続性 [59]を使

5



えば，L�0(E\B) � 1=18が分かる．特により具体的な評価 dimE � �0 = log 2= log(2eM
Æ(
)+1) �

log 2=(MÆ(
) + log 3)が得られたことになる．

3.3. 対数容量による特徴付け. C 内のコンパクト集合Eの対数容量 (logarithmic capacity) CapEは，bC nEの非有界な成分
�の1に極を持つGreen函数Gが無限遠点の周りで漸近挙動G(z) = log jzj�
logCapE + o(1)を持つとして定義できる．ただし 
�が Green函数を持たない場合は CapE = 0
と定める．例えば CapB(a; r) = rであり，一次写像 f(z) = sz + tについて Cap f(E) = jsjCapE
が成り立つ．Pommerenkeは次の著しい特徴付けを与えた．

定理 3.2 (Pommerenke [61]). E � bC が一様完全であるための必要十分条件は，ある定数 c > 0
が存在して次が成り立つことである：

Cap (E \B(a; r)) � cr; a 2 E n f1g; 0 < r < d(E):

Pommerenkeは対数容量の超越直径による特徴付けを用いて，非常に巧妙な計算の末に上記の
結果に到達している．ここでは前小節の Hausdor�容量の評価を用いてこの定理に別証明を与える
ことにする．Frostmanによる定理 `

R 1
0
h(t)dt=t < +1であるような hに対して Hh(E) > 0ならば

CapE > 0である'の辻による証明 [80, pp. 65{66]をじっくり眺めると次のことが読みとれる．す
なわち，ある絶対定数 C1 > 0が存在して，直径 1の閉円板に含まれるような任意のコンパクト集
合 Eに対して次が成り立つ：

CapE � exp

 
�C1

R 1
0
h(t)dt=t

Lh(E)

!
:

今(3.1)を仮定する．f(z) = z=2rとすれば F = f(E\B(a; r))および h(t) = t�に対して上の不等式
が適用できる．ここで L�(F ) = (2r)��L�(E \B(a; r)) � 2��Cに注意すると Cap (E \B(a; r)) =
2rCap (F ) � 2r exp(�2�C1=�C) となる．よって c = 2 exp(�2�C1=�C)とすれば上の結論が得ら
れる．逆は明らかである．
この結果から下方容量密度 (lower capacity density) lim infr!0Cap (E \ B(a; r))=rが下から定

数で評価されることになる．特にWienrerの判定条件から一様完全集合の各点は Dirichlet問題に
関する正則点であることが分かる（ [80]参照）が，次の項で説明するようにもっと強い意味の正則
性が成り立つ．
対数容量ではなく，コンデンサ容量による一様完全性の同様の特徴付けも知られている（ [34],

[65]など参照）．

3.4. Dirichlet問題のH�older正則性による特徴付け. 
を境界が正の対数容量を持つ開集合とし，
Dirichlet問題

(@2x + @2y)u = 0 in 
; u = ' on @


の（Perron-Wiener-Brelotの意味での）解 uについて考える．ただし，ここでは簡単のために境界
値 'は有界な Borel函数とし，解としては有界なもののみを考える．この意味で解は一意に存在す
るので，それを u = H
'と表記することにする．詳細については例えば [80], [29], [16]などを参
照されたい．
境界の大きさを測るのによく用いられるものとして，調和測度がある (cf. [56])．F を @
に含ま

れる Borel集合とする．F の定義函数 �F に対する Dirhiclet問題の解H
�F を F の 
における調
和測度と呼び，!(�; F;
)により表す．点 z 2 
を固定すると，集合函数 F 7! !(z; F;
)は境界上
の有界連続函数 'から，その 
への有界調和拡張H
' の zにおける値を対応させる連続線型汎函
数 ' 7! H
'(z)を表現する Radon測度になっている．Eをコンパクト集合として 
 = bC nEとす
る．各 a 2 @b
および 0 < rに対して !a;r;
 を 
\ D (a; r)における 
\ @B(a; r)の調和測度とし，
!̂a;r;
を 
における @
 n D (a; r) の調和測度とする．これらをそれぞれ aにおける局所調和測度，
大域調和測度と呼ぶことにする [74]．最小値の原理から !̂a;r;
 � !a;r;
 が 
 \ D (a; r) において成
立することに注意しておく．このとき，次の結果が成り立つ．

定理 3.3. 正数 0 < � < 1に対して次の条件を考える．
(i) ある正定数 C があって，!a;r;
(z) � C(jz � aj=r)� が任意の a 2 @b
; 0 < r <

d(@
); z 2 
 \ D (a; r) について成り立つ．
(ii) ある正定数 C があって，!̂a;r;
(z) � C(jz � aj=r)� が任意の a 2 @b
; 0 < r <

d(@
); z 2 
 \ D (a; r) について成り立つ．
(iii) @b
上の境界値函数 'が �-H�older連続ならば解H
'も �-H�older連続である．
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このとき，Eが一様完全であることと，ある �に対して (i)が成り立つことは同値である．また，
(i)ならば (ii), (iii)が成り立つ．さらに，もし 
が有界領域ならば，(i)と (ii)は同値になり，(iii)
がある �0 > �に対して成り立てば，(i)が成り立つ．

一様完全性と性質 (i)の同値性は本質的には Ancona [4]によるがその論文では次元が n > 2の場
合しか扱われておらず，上の形は [74]による．証明には定理 3.2を用いればよい．また (i) ) (ii),
(iii) も [74]による．後半の主張は相川 [2]によって最近示された．
なお，この結果から特に一様完全な境界を持つ領域の Green函数が境界において �-H�older連続

であることが分かる．このことは Carleson-Gamelinの教科書 [15]に証明なしに述べられているが，
文献に証明が載ったのはおそらく Lithner [42]が最初であろう．Siciak [65]も別証明を与えている．
なお，この逆については一般には成立しない（3.6節参照）．なお，[15]にも述べられているよう
に，�-H�older連続な調和函数が �より低い次元のコンパクト集合に関して除去可能になるという
Carlesonの結果 [14]を使えば，定理 3.3の条件 (i)が成立するとき境界が �以上の Hausdor�次元
を持つことも分かる．

3.5. Fuchs群による特徴付け. これはむしろ前節に含めるべき特徴付けかもしれないが，証明には
対数容量の評価を用いるのでこの節で論じることにした．
は bC の双曲的部分領域とし，�を解析
的普遍被覆 p : D ! 
 の被覆変換群として得られる Fuchs群とする．このとき，次の特徴付けが得
られる．

定理 3.4 (Pommerenke [62]). 双曲的領域 
を一意化する Fuchs群 �とすると，次の各々は，
境界 @
が一様完全であるための必要十分条件である．

(i) ある定数 c1 > 0が存在して次が成立する：���� g(�)� �

1� ��g(�)

���� � c1; � 2 D ; g 2 � n fidg

(ii) ある定数 c2 > 0が存在して次が成立する：Y
g2�nfidg

���� g(�) � �

1� ��g(�)

���� � c2; � 2 D

条件 (ii)から特に �による軌道 fg(�); g 2 �gが単位円板上の有界解析函数に関する補間点列
であることが分かる（補間点列については [13]を参照のこと）．上の条件 (i)は定理 2.2を言い
換えただけなので，問題は (i) より遙かに強く見える条件 (ii)を一様完全性から導くことにある．
1 2 E = bC n
としてよい．すると定理 3.2から，ある定数 c > 0に対して Cap (E \B(a; r)) � cr
が任意の a 2 E n f1gおよび r > 0に対して成り立つ．さて，�0 2 D を固定する．必要なら p(�)を
p((�+�0)=(1+�0�))で置き換えることにより，最初から �0 = 0として証明すればよい．z0 = p(0)とし
てE� = f(a�z0)

�1; a 2 Egと定める．a0 2 @
を Æ
(z0) = jz0�a0j =: r0となる点とする．すると
CapE� � Cap (E \B(z0; 2r0))� � Cap (E \B(z0; 2r0))=4r02 � Cap (E \B(a0; r0))=4r02 � c=4r0
となる．ここで r0 � 1=�
(z0) = jp0(0)jであるから最終的に CapE� � c=4jp0(0)jを得る．Gを z0
を極とする 
の Green函数とすると，z ! z0のとき G(z) = log(1=jz � z0j) � logCapE� + o(1)

となる．一方 Myrberg の定理 [80, p.522]から G(p(�)) =
P

g2� log j(1 � g(0)�)=(� � g(0))j =

log(1=j�j) +
P

g2�nfidg log(1=jg(0)j) +O(j�j) となるので，
Q

g2�nfidg jg(0)j = jp0(0)jCapE� � c=4

が得られる．よって証明された．なお，この他に Green函数や Fuchs群を用いた一様完全性の特徴
付けが Gonz�alez [23]により与えられていることを付記しておく．

3.6. Markov 不等式. 近似理論において重要な役割を果たしている Markov不等式と呼ばれる一
連の結果がある．もともとは区間 [0; 1]上の実函数の近似に用いられたが，その後色々な方向に拡
張され応用されている．ここではその一つの定式化について述べる．複素平面内のコンパクト集合
Eが大域Markov 不等式を成り立たせるとは，ある定数 C > 0; � � 1があって，任意の（一変
数複素係数）多項式 P に対して kP 0kE � C(degP )�kPkE が成立することをいう．ただし，ここ
で kfkE = supfjf(z)j; z 2 Egとする．また，bC 内の閉集合 Eが局所Markov不等式を成り立た
せるとは，任意の正整数 kに対してある定数 c = c(k)が存在して，任意の k次多項式 P に対して
rkP 0kE\B(a;r) � ckPkE\B(a;r)が a 2 E n f1g および 0 < r < d(E)に対して成り立つことをいう．
実は次の結果が成立する．
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定理 3.5 (Lithner [42]). コンパクト集合E � bC が一様完全であるための必要十分条件は，Eが
局所Markov不等式を成り立たせることである．このとき，さらにE � C ならば，大域Markov
不等式が成立する．

Green函数が境界において H�older連続ならば大域Markov不等式が保たれることが知られてい
る．Lithner [42]は境界が一様完全でないにもかかわらず Green函数が H�older連続であるような
例を Cantor集合を用いて構成した．従って，大域Markov不等式が成り立つからといって，局所
Markov不等式が成り立つとは限らない．なお，退化した境界成分を持たない同様の例が [74]にも
ある．

4. 一様完全集合の持つ顕著な性質

一様完全性の特徴付けとまではいえないまでも，一様完全集合について多くの顕著な性質が知ら
れている．この節ではそのいくつかについて手短に解説する．

4.1. スペクトルの底. ここでは 
は双曲的領域とする．@
が一様完全であることは，
の単純閉
測地線の長さの下限が正であることにほかならなかった（定理 2.2 ）．一方，このような単純閉測地
線の長さのスペクトルと，Laplacianのスペクトルとの間には，Selbergの跡公式などを通して著し
い類似関係が成立することが，少なくとも解析的有限なリーマン面の場合などについては認識され
ている（例えば [11]を参照のこと）．我々の場合もこの種の結果が成立することを以下に説明する．
��を 
上の双曲計量に関する Laplace-Beltrami作用素とする，すなわち�� = ��
(z)�2(@2x+

@2y):これは C1c (
)に非負自己共役作用素として作用するので L2(
)に一意的に（非有界）非負自己
共役作用素として拡張でき，スペクトルは [0;+1)に含まれる．スペクトルの下限を 
のスペクトル
の底 (bottom)と呼び �(
)により表すことにする．この量は他の大域的な幾何学的量と結びついてい
ることが知られている [77]．特に �(
)を 
を一意化する Fuchs群�
の収束指数とする（これは �

の非接極限集合の Hausdor�次元とも等しい．例えば [57]を見よ）と，Elstrodt-Patterson-Sullivan
の定理 [77] により次の関係式が分かる．

�(
) =

(
1; 0 � �(
) � 1

2のとき
4�(
)(1� �(
)); 1

2 � �(
) � 1のとき

これより特に �(
) > 0, �(
) < 1であることが分かる．（この場合，特に指数 1の Poincar�e級数
が収束し、従って 
が Green函数を持つことが分かる [80]．このことは定理 3.4とも関連する．）こ
れについて Fern�andezは次のことを示した．関連した結果については [19], [3]などを参照のこと．

定理 4.1 (Fern�andez [18]). 
が一様完全境界を持つ領域とすると �(
) > 0である．

Cheegerの不等式を用いて，より定量的な結果 �(
) � 1=(1 + �=L(
))2 も得られている [75]．
なお [19]でも議論されているように，上の結果の逆は一般には成立しない．

4.2. 正則二次微分. ここでは Bers空間と呼ばれるTeichm�uller空間論においてもっとも重要な空間
との関連について述べる．
上の正則二次微分 (holomorphic quadratic di�erential) ' = '(z)dz2

に対して 2種類のノルム k'k1 =
RR


 j'(z)jdxdy; k'k1 = supz2
 �
(z)
�2j'(z)j を定め，それら

による複素Banach空間をそれぞれ A2(
); B2(
)と表記することにする．ノルム k'k1は 2.5節に
おいて定義されたものと同じで，双曲ノルムまたは Nehariノルムと呼ばれる．一般のリーマン面に
対して包含関係A2(
) � B2(
)が成り立つかどうかはしばらく未解決の問題であったが，Niebur-
Sheingorn [58]により完全に解決された．この包含関係が成り立つには L�(
) = inf `
(
)が正であ
ることが必要十分である，ただしここで下限は，ある punctureを何周かする loopに homotopicで
はないような全ての非自明な閉曲線 
にわたるものとする．より定量的な結果については [49]また
は [73]を参照されたい．
が punctureを持たなければ L(
) = L�(
)であるから次の結果を得る．

定理 4.2. 
を punctureを持たない双曲的平面領域とする．このとき A2(
) � B2(
)が成り
立つための必要十分条件は @
が一様完全であることである．

正則二次微分を用いて等角不変計量 q
(z) = supfj'(z)j1=2; ' 2 A2(
); k'k1 = �g が定義され
る．この計量は筆者によって導入された．詳しくは [70], [73]を参照されたい．この計量を用いて次
のような特徴付けも得られている．これはまた双曲的リーマン面に対しても適用可能な概念で，や
はり有界幾何を持つことと同等である．
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定理 4.3 ([73]). 双曲的領域
に対して，境界が一様完全であるためには，次の各条件が成り立
つことが必要十分である．

1. 計量 q
は Hahn計量 �̂
と比較可能．
2. 計量 q
は双曲計量 �
と比較可能．


 � C の場合にはこの定理においてHahn計量を擬双曲計量に置き換えてもよい．なお，q
 � �̂

は常に成り立つが，q
と �
の間には一般に大小関係は成立しない（ [70]参照）．

4.3. その他の性質. ここで詳しく述べきれなかったその他の一様完全性の特徴付けや性質について
簡単に文献を紹介しておく．BMO空間を用いた特徴付けについては，[60], [24], [28]などを参照の
こと．双曲距離と Euclid距離との関連によって一様完全性を特徴付けるアイデアは [61]または [43]
による．擬等角写像による同質性との関連は [46]により指摘されている．

5. 一様完全集合の例

ここまでは一様完全集合の一般的性質について見てきたが，この節では実際にどのような集合が
一様完全になるのか具体例を通して概観したい．

5.1. Klein群. Klein群とは複素 Lie群 PSL(2; C ) の離散部分群のことをいう．詳しくは [48], [50]

などを参照のこと．Klein群Gは bC に作用するが，その不連続領域を 
(G)で，極限集合と呼ばれ
るその補集合を �(G)で表すことにする．ここでは簡単のために楕円的元 (elliptic element)を含ま
ないもののみを考え，さらに自明な場合を避けるために �(G)は 3点以上からなる，従って完全集
合になる（非初等的と呼ばれる）場合のみを考える．すると次の結果が成り立つ．

定理 5.1 ([71]). 商リーマン面R = 
(G)=Gが条件L�(R) > 0を満たすならば極限集合�(G)
は一様完全である．

証明には定理 2.2の条件 (i)を用いればよい．実際，
を 
(G)内の任意の非自明な閉曲線とする．
これを Rに射影すると像 
0は非自明な閉曲線となり，しかも punctureを回る loopに homotopic
ではない（これは �(G)が完全であることから分かる）．従って `
(
) � `R(


0) � L�(R)となり，
L(
(G)) � L�(R) > 0が従う．

4.2節で述べた Niebur-Sheingornの定理により，条件 L�(R) > 0は A2(R) � B2(R)に同値であ
ることに注意しておく．条件 L�(R) > 0は解析的有限なリーマン面については常に成り立つので，
Ahlforsの有限性定理から任意の非初等的有限生成 Klein群についてその極限集合は一様完全であ
ることが分かる．以下，この結果について歴史的経緯を記しておく．有限生成 Schottky群について
は [8]によって極限集合の一様完全性が示されていたが，対数容量による特徴付け（定理 3.2）を見
れば実質的にこの結果は辻 [79]により示されていたように思われる．一般の有限生成Klein群につ
いては最初に [62]に証明が現れた．Canary [12]はそれを解析的有限な場合に拡張した．なお，無
限生成の場合は �(G)が一様完全でないことも起こりうる．そのような具体例については [71]を参
照のこと．極限集合の一様完全性は，例えば Bishop-Jones [10]によって Klein群論において効果的
に用いられていることを記しておく．

5.2. 複素力学系. f を次数 2以上の 1変数有理函数とすると，その Julia集合 J(f)は f の作用に
より不変であるから，ある種の自己相似性を持っていると理解されている．Julia集合など複素力
学系の基本的な性質については [6], [15], [54]などを参照のこと．実際次の結果が知られている．

定理 5.2. 次数 2以上の有理函数の Julia集合は一様完全である．

この結果は 1992年頃にMa~ne-da Rocha [45], Hinkkanen [32] および Eremenko [17]によって独
立に証明された．なお，f が双曲的である場合は既に Pommerenke [62]が示している．これらは
背理法を用いて示されていたため具体的な一様完全性の評価はなかったが，筆者は [72]において
Fatou集合において定義される双曲幾何的な量により一つの評価を与えた．（実はそれは Eremenko
の証明と基本的に同じアイデアによるものであったが，彼の論文 [17]は投稿されることもなかった
ため筆者は [72]を完成させるまでそのことを知らなかった．）超越的な整函数の場合にはもはや一
般には一様完全でないことが Bakerの例 [5]を見れば分かる．超越的有理型函数の場合については
Zhengによる研究 [89], [87]がある．
なお，有理半群の Julia集合（極限集合）の一様完全性については，生成元が全て 2次以上であ

る場合に Hinkkanen-Martin [33]によって，一般の場合は，有限生成 Klein群や自己相似集合も含
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む形で Stankewitz [67]によって示されている．アトラクターについても Stankewitz [68]による研
究がある．

6. 展望

最後に一様完全性について，今後の可能な研究の方向性について論じておきたい．

6.1. 高次元化. 本稿では主に実 2次元の場合に限って論じてきたが，もちろん一般次元の Euclid空
間または球面，あるいはもっと一般に距離空間において考えることもでき，その方向における研究
も既にいくつかある．実際，Ancona [4], Siciak [65], 相川 [2]は高次元における一様完全性につい
てポテンシャル論的立場から論じている．ただ，n = 2と n � 3の場合では Green函数の核が本質
的に異なるので，2次元の場合の拡張といっても拡張の仕方によっては同値にならないこともある
ので注意が必要である．また，Vuorinen [83]および J�arvi-Vuorinen [34]はコンデンサ容量を用い
た一様完全性の特徴付けを用いて，高次元擬正則写像の境界挙動について研究を行っている．なお，
Tukia-V�ais�al�a [81]は最初から一般の距離空間の場合を扱っているが，その後それに続く本格的研
究は Trotsenko-V�ais�al�a [78]などを除けば非常に少ないのが現状である．
なお，ここで論じた一様完全性は，定義を見れば分かるように，半径方向に関する本質的には 1

次元的な概念である．従って，たとえば Hausdor�次元の下からの評価にしても自ずと限界がある．
この部分を高次元化した概念が定式化できれば，高次元空間における，より精密な評価が可能にな
るかもしれない．そのようなものの一つとして，Markov不等式に関するものがある．Rn 内の集合
について，実 n変数多項式に関する局所Markov不等式が成り立つための条件が既に知られている．
例えば [37]を参照のこと．これをさらに一般化した概念が V�ais�al�a-Vuorinen-Wallin [82]により与
えられている．なお，実際にこのような条件を満たす集合に対する Hausdor�次元の下からの評価
も知られている [85]．

6.2. 対立概念. 一様完全性は，ある意味で集合の `密性'を保証する概念であった．一方，対立概念
として集合の `疎性'を保証するものも役に立つであろうと期待される．そのようなものとして，例え
ば porosity（多孔性）という概念がある．これはコンパクト集合 E内の任意の点 aと 0 < r < d(E)
に対して B(a; r)内に，ある決まったサイズの小さい円板 B(b; cr)で Eとは交わらないものが取れ
ることを意味する．Lebesgue点を用いる議論により，この場合 2次元 Lebesgue測度が 0であるこ
とは直ちに分かるが，さらに packing dimensionを用いて Hausdor�次元の上からの評価ができる
ことなどが知られており，複素力学系などにおいて有効に利用されている（例えば [39], [51], [63]
などを参照）．

6.3. 精密化. 一様完全性は相似変換に関して不変な概念であったが，それを放棄して例えば 1.1節
における定義で cを rの函数 c(r)にすれば，もっと精密化した概念が得られる．この場合でも，よ
り詳しい解析をすることにより，なにがしかの有益な情報が得られる．この方面の研究はまだあま
りされていないが，筆者もこの方向の研究を進めつつある [76]．
また，一様完全性は r 2 (0; d(E))だけでなく，a 2 Eについても一様な条件であった．これを

固定した一点 aについてのみ考えることは可能である．このような条件は既に Vuorinen [84]によ
り擬等角写像の角極限 (angular limit)を調べるために用いられている．さらに，この局所化された
条件からも非常に有益な情報が得られることが Zheng [88]により論じられている．また，Dirichlet
問題に関する強い意味での正則性についてもこのような観点から筆者により研究されている [74]．
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