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1. Hornichの演算

以下の話は一般の単連結領域上でもある程度は展開できるが、ここでは簡単のために
単位円板 D = fz 2 C ; jzj < 1gの上で考えることにする。単位円板上の正則函数 fが局所
的に単射（局所単葉）であるための必要十分条件は、f 0(z) 6= 0が全ての z 2 D において
成り立つことである。以下では、f(0) = 0; f 0(0) = 1と正規化された単位円板上の正則函
数全体を Aと記し、その局所単葉な部分族を LUと記すことにする。H. Hornich [6] は、
（記号は異なるが）LU 上に次のような一見変わった演算を定義した。

f � g(z) =

Z z

0

f 0(w)g0(w)dw;

� ? f(z) =

Z z

0

�
f 0(w)

	�
dw;

ただしここに f; g 2 LU ; � 2 C とする。Hornich自身は実の �しか考えていなかったよ
うだが、log f 0の分枝を常に log f 0(0) = 0となるように選ぶことにしておけば、(f 0)� =
exp(� log f 0)によって任意の複素数 �に対して � ? fが定義できることが分かる。そして
簡単に確かめられるように、LUはこの演算に関して C 上のベクトル空間になる。この講
演では、LU 上のこの線型構造に着目して幾何学的函数論におけるいくつかの問題を考察
することにしたい。
一見奇異に思えるこの演算であるが、山下氏 [14]が指摘したように次の前Schwarz微分

Tf(z) =
f 00(z)

f 0(z)

を通して考えると非常に自然に捉えられる。実際、対応 f 7! Tfは LUから、単位円板上
の正則函数全体からなる複素線型空間Hへの全単射になっており、Tf�g = Tf + Tg およ
び T�?f = �Tf に注意すれば、この Hornich演算は Hの線型構造を T により LUに移植
したものと思える。

2. ノルムと単葉性

幾何学的函数論において最も重要なクラスの一つは、言うまでもなく（正規化された）
単葉函数の全体S = ff 2 A; f は単葉 gである。この集合を含む便利なクラスとして、一
様局所単葉函数全体のなす集合Bが挙げられる。ここで単位円板上の正則函数 fが一様局
所単葉であるとは、ある定数 � > 0が存在して、D 内の半径 �の任意の双曲円板（Poincar�e
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円板）において fが単葉であることを意味する。簡単な考察から、実は fの一様局所単葉
性は次のノルム

kfk = sup
z2D

(1� jzj2)jTf(z)j

の有限性によって特徴づけられることが分かる。従って B = ff 2 LU ; kfk <1gである。
このノルムにより Bは（Hornich演算に関して）複素Banach空間となり集合 Sはその中
で内点を持つ。実際、Sの内部 T は普遍Teichm�uller空間の“ poor man's model”に一致
することが知られている（ [1] 参照）。
次の結果は、ノルムの大きさの持つ重要性をよく物語っている。

定理 1.

(i) (Becker [2], Becker-Pommerenke [3]) kfk � 1 ならば f は D において単葉で
ある。また、この定数 1は最良である。さらに kfk � k < 1 ならば f は複素平面
への K-擬等角拡張を持つ。ただしここで K = (1 + k)=(1� k) とする。

(ii) (Osgood [11]) fが D 上で単葉ならば kfk � 6である。また、この定数 6は最良で
ある。

(iii) (cf. [8]) kfk < 2ならば fは D 上で有界である。また、この定数 2は最良である。

3. 単葉函数族の種々の部分族

単葉函数論において重要な函数の族は、凸函数族Kおよび星状函数族 S�である。ここ
で、f 2 Aが凸 (convex)であるとは、fが単葉かつ像 f(D )が C において凸であることと
し、f 2 Aが星状 (starlike)であるとは、fが単葉かつ像 f(D )が原点に関して星状である
こととする。これらについて、次の特徴付けは良く知られている。例えば、[5]などを参
照のこと。

定理 2. f 2 Aが星状であるためには次が必要十分である：

Re

�
z f 0(z)

f(z)

�
> 0; z 2 D :

また、f 2 Aが凸であるためには次が必要十分である：

Re

�
1 +

z f 00(z)

f 0(z)

�
> 0; z 2 D :

上の 2条件の間には一見して類似性があることが分かるが、このことは次のAlexander
変換を導入することにより、より鮮明になる：

J [f ](z) =

Z z

0

f(w)

w
dw =

Z
1

0

f(tz)
dt

t
:

F = J [f ]とすれば、簡単な計算により

1 +
z F 00(z)

F 0(z)
=

z f 0(z)

f(z)

であることが分かるので、特にこのことから f 2 Aに対して

f 2 S� () J [f ] 2 K
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であることが従う。なお、変換 Jの逆変換は Ruscheweyh微分と呼ばれるものの最も単純
な形 f(z) = z F 0(z)で与えられることに注意しておく。
なお、これらの函数族に関連して近接凸函数の族 Cも有用である。ここで f 2 Aが近

接凸 (close-to-convex)であるとは、ある g 2 Kおよび定数 
 2 (��=2; �=2)があって

Re

�
ei 


f 0(z)

g0(x)

�
> 0; z 2 D

が成り立つことを言う。能代-Warschawskiの定理により C � Sであることに注意する。
また、f 2 S�ならば、g = J [f ] 2 K; 
 = 0に取れるので f 2 Cであることが分かる、す
なわち S� � Cである。
このとき、空間LU（または B）のHornich線型構造に関して次の興味深いことが知ら

れている。

定理 3.

(i) (Cima-Pfaltzgra� [4]) 凸函数族Kは B内の閉凸集合である。
(ii) (Kim-Merkes [9]) 近接凸函数族 Cは B内の凸集合である。

では、S�に関してはどうであろうか？少なくとも、S�自身は凸集合でないことが分かっ
ている（ [7] 参照）。次のことはまだ証明されていないが、予想として挙げておこう。

予想 1. 星状函数族S�は原点 (恒等写像)に関して星状である。

4. 非線形積分作用素としてのHornich演算

Hornich演算のスカラー倍は、実は“非線形”積分作用素としての側面も持っている。
Hornichの線型構造は、このような非線形作用素を調べる上でも有用である。以下では作
用素らしく

I�[f ](z) = � ? f(z) =

Z z

0

�
f 0(w)

	�
dw

と書くことにしよう。また、作用素 J� = I� Æ Jもしばしば有用である。
これら積分作用素と単葉性の関連が以前から研究されているが、まだあまりよく分かっ

ているとは言えないのが現状である。今のところ知られている最良の一般的結果は次の通
りである。

定理 4.

(i) (Pfaltzgra� [12]) j�j � 1=4ならば I�[S] � Sが成り立つ。
(ii) (Royster [13]) � 6= 1が j�j > 1=3を満たすならば、ある f 2 Sで I�[f ]が単葉
でないものが取れる。

Roysterの結果から特に Sが原点を中心に星状ではないことが分かる。1=4 < j�j � 1=3
なる�については、関係式 I�[S] � Sの成否に関してまだ何も分かっていないようである。
一方、種々の Sの部分族に関しては様々な部分的結果が知られている。例えば、Merkes

[10]は j�j � 1=2に対して I�[K] � Sを証明した。同じ論文で彼は j� � 1j � 1=2でも同
じ結論が得られると予想したが、残念ながらこの予想は完全には正しくなかったようで
ある。
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定理 5 ([7]). 集合 f� 2 C ; I
�
[K] � Sgは閉円板 j�j � 1=2と線分 [1=2; 3=2]の和集

合である。
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