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単位円板上の正則函数 f : D ! C がある定数 � > 0に対して単位円板内の任意の半径
� > 0の双曲円板において単葉であるときに、一様局所単葉であると言う。これは fの前
Schwarz微分 Tf = f 00=f 0が双曲的に有界であること、すなわち、

kTfk = sup
z2D

(1� jzj2)jTf(z)j <1

が成り立つことと同値である [4]。（別の言い方をすれば log f 0が Bloch函数であるというこ
とである。）Tfは 1次函数の後からの合成に関して不変なので以後では f(0) = f 0(0)�1 = 0
と正規化された単位円板上の正則函数のみを考える。このような函数全体を Aと表すこ
とにし、その部分集合で上記のノルムが有限であるようなもの全体を Bと表す。これは f
と Tfを同一視することにより Banach空間の構造を持つ。
この講演ではその部分集合 B(�) = ff 2 A; kTfk � 2�gについて考察する。以下は [3]

の結果の一部である。
T1を Aの部分集合でリーマン球面全体に擬等角に拡張できるような函数全体とする。

このような集合は Bの開集合で非可算無限個の成分を持ち IntB(1=2) � T1 � B(3)である
ことが知られている（ [2], [5]）。この集合は普遍Teichm�uller空間の一つのモデルとしても
重要である [1]。
まず B(�)については次の函数が極値函数としての役割を果たす:

F�(z) =

Z z

0

�
1 + t

1� t

��

dt:

これは TF� = 2�(1� z2)�1を満たす函数として特徴づけられ、パラメータについては次の
ことが言える。

補題 1.

1. F�が有界 , 0 � � < 1,
2. F�が単葉 , 0 � � � 1:

応用上、次の結果が重要である。（証明は非常に易しく、Bloch函数の評価の variantと
思えば知られた結果である。）

定理 2. f 2 B(�)に対して次の不等式が成り立つ。

F 0

�(�jzj) =
�
1� jzj
1 + jzj

��

� jf 0(z)j �
�
1 + jzj
1� jzj

��

= F 0

�(jzj);



jf(z)j � F�(jzj)
さらに fが単葉ならば

�F�(�jzj) � jf(z)j � F�(jzj):
が成立する。上記のどこかにおいて原点以外の 1点で等号が成立すればそれは F�の回転
に限る。

これより特に � < 1ならば fは有界で � > 1ならば f(z) = O(1� jzj)1��が成立する。
次に係数評価について述べる。f 2 B(�)を級数展開して f(z) = z + a2z

2 + : : : と表し
ておく。nan = O(n
) (n!1)が成り立つような定数 
の下限を 
(f)と表し、f 2 B(�)
全体にわたる 
(f)の上限を 
(B(�))で表すことにする。すると次の評価が成り立つ。
定理 3.

�� 1 � 
(B(�)) �
p
1 + 4�2 � 1

2
:

ここで
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2
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�
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2�2

2�+ 1

�
� minf�2; �g:

であることに注意しておく。

最後に Hardy空間との関係について述べておく。

定理 4. f 2 Aが単葉でかつ kTfk = 2�を満たしているとする。
� < 1ならば f 2 H1である。
� > 1ならば f 2 Hpが任意の 0 < p < 1=(�� 1)について成り立つ。
� = 1ならば f 2 BMOAである。

ここでH1 � BMOA � \0<p<1H
pが成り立つことに注意しておく。
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