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Abstract. この講演では、平面領域の各境界点において局所調和測度という量を定義
し、その量の境界点における減衰の仕方によってその領域における Dirichlet問題の解
のその境界点での境界挙動が制御できることについて説明する。また、Green函数の境
界挙動に関する結果や、等角写像論への応用についても紹介する。

1. Dirichlet問題と正則性


をリーマン球面 bC の部分領域（または、より一般に開集合）とする。自明な場合
を排除するために以下では常に#@
 � 2と仮定する。このような領域は以下では単に
平面領域と呼ばれる（従って無限遠点を含んでいてもよい）。また境界 @
は常にリー
マン球面で考えるものとする。なお、以下では B(a; r)は中心を aとして半径を rとす
る閉円板とする。BÆ(a; r)はその内部、すなわち開円板を表す。
まず最初にDirichlet問題のPerron-Wiener-Brelotの意味での解（以下、これをPWB

解と呼ぶ）について復習しておく。これについては Helmsの教科書 [5]に非常に良い解
説があるので、証明やより詳しい性質などについてはそちらを参照して頂きたい。
函数 s : 
! [�1;+1)が劣調和であるとは、次の条件を満たすことである：
1. sは恒等的に �1ではない、
2. sはDにおいて上半連続、すなわち各 a 2 Rに対して集合 fz 2 
; s(z) < agは開
である、

3. 
に含まれる任意の閉 Jordan領域�とその近傍で調和な函数 uに対して

s � u on @� =) s � u on �

が成り立つ。
劣調和性は局所的な性質であることが知られている。また函数 s : 
 ! (�1;+1]

が優調和であるとは �sが劣調和であるこという。
次に ' : @
 ! R を任意の函数として次の性質を満たす 
上の上に有界な劣調和函

数 sの族を P(')と書く（これはしばしば Perron族と呼ばれる）：各 � 2 @
に対して

�s(�) := lim sup
z!� in 


s(z) � '(�)

が成り立つ。また、

P(') = fs : 
! (�1;+1];�s 2 P(�')g
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と定めておく。同様に s = �(�s)と定義する。劣調和函数に関する通常の最大値の原
理から容易に分かるように任意の u 2 P(')および v 2 P(')に対して u � vが D上で
成り立つ。
Perronの原理により P(') 6= ;であるような函数 'に対しては u(z) = supfs(z); s 2

P(')gは 
上で調和になることが分かる。これを 'に対する（
におけるDirichlet問
題の）下解と呼びH
(')と書くことにする。P(') = ;である場合は形式的にH
(') =

�1と定めておく。同様に上解H


(')も定める。すなわちH



(') = �H
(�')とす

る。上の注意により、常にH
(') � H


(')である。もしこの等号が成り立つとき、'

は 
におけるDirichlet問題に関して可解であるといい、その共通の調和函数をH
(')
と書き、これを境界値 'に対するDirichlet問題のPWB解と呼ぶ。
Eを境界@
のBorel集合として、その定義函数1Eは
におけるDirichlet問題に関し

て（少なくとも
が有界である場合には）可解であることが知られている [5, Theorem
8.13]。その PWB解を Eの 
に関する調和測度と呼び、しばしば記号 !(�; E;
)で表
す。直観的には !(z; E;
)は点 zから見た
の境界に対するEの占める割合を表してい
る。従って、ある意味で Eの大きさを測ることになっている。（「測度」という言葉は、
対応 ' 7! H
(')(z)が空間 C0(@
)上の正値かつ 1を 1に写す有界線型氾函数である
ことから、これが Rieszの表現定理から確率測度とみなせることに由来しているが、こ
のH
が実際に C0(@
)上の函数となるかどうかはさらに議論を要するので、ここでは
これ以上立ち入らない。少なくとも 
が有界である場合はWienerの定理 [5, Theorem
8.11]から任意の連続な境界函数が可解であることが知られている。）
さらに任意の有限な 
の境界点 aおよび定数 r > 0に対して @B(a; r) \ 
の開集合

BÆ(a; r)\
に関する調和測度を !a;r;
と書き、ここではこれを
のB(a; r)における局
所調和測度と呼ぶことにする。（無限遠点に対する局所調和測度についても同様に定義
されるが、以下では考えないことにする。）文脈によって
が何であるかはっきり分かる
場合には、単に !a;rと記述することにする。この量もまた @
における aの近傍の大き
さを測っていることになっている。例えば、上の古典的な調和測度!(�; B(a; r)\@
;
)
との比較では（Carlemanの領域拡張に関する原理から）次のことが成立することが容
易に分かる：

1� !a;r;
 = !(�; B(a; r) \ @
; BÆ(a; r) \ 
) � !(�; B(a; r) \ @
;
):

この量を考える利点は古典的な調和測度は 
そのものに依存している（大域的な）の
に対して、局所調和測度は 
 \B(a; r)にしか依存していない点である。従って、次の
単調性補題を用いて様々な評価が可能になる（2節参照）。

補題 1.1. 
 � e
かつa 2 @
\@ e
とすると、BÆ(a; r)\
において!a;r;
 � !a;r;e


が成り立つ。

一般には 'が 
において可解であっても、その PWB解が境界まで連続になってい
るかどうかは分からない。（たとえば、H
(')自身が P(')に属するとは一般には言え
ない。）それをある意味で保証するのが次の正則性の概念である。すなわち、a 2 @

において連続であるような @
上の任意の有界な函数 'に対して、その 
における下
解 uおよび上解 �uが

'(a) = lim
z!a

u(z) = lim
z!a

�u(z)

を満たす時、この境界点 aはDにおけるDirichlet問題に関して正則であると呼ばれる。
正則であるかどうかは実は局所的な性質で、バリアの存在ということで特徴づけら

れることがよく知られている。ここで境界点 aにおけるバリアとは、aのある開近傍 V
に対して V \ 
上で定義された函数 �で次の性質を満たすものをいう：
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(a) �は V \ 
において正値優調和、
(b) limz!a in V \
 �(z) = 0;
(c) aの任意の近傍W に対して inff�(z); z 2 V \ 
 nWg > 0:

ここで 
を領域として、a 2 @
 n f1g; 0 < r < diam@
とすれば @B(a; r) \ 
は
BÆ(a; r)\ 
の境界の空でない開集合となるので、局所調和測度 !a;rは上の (a)および
(b)を自動的に満足する。これが aにおけるバリアとなるためには (c)が成り立つかど
うかだけが問題である。従って次の特徴付けを得る。

命題 1.2. 平面領域
およびその有限境界点 aに対して次は同値である。
1. 境界点 aは
のDirichlet問題に関して正則、
2. 点 aにおけるバリアが存在する、
3. 十分小さい r > 0に対して局所調和測度!a;r;
が

lim
z!a in 


!a;r;
(z) = 0

を満たす。

従って、この特殊な形のバリア !a;r;
の減衰のオーダーがもっと詳しく分かれば境界
の正則性がより強い形で言えるであろうと期待される。例えば、有限境界点 aが指数
� (0 < � � 1)のH�older正則性を持つとは、任意の有界な境界函数 'で性質

'(�) = '(a) +O(j� � aj�) (� ! a in @
)

を満たすものに対して、uをその 
における上解または下解とするとき

u(z) = '(a) +O(jz � aj�) (z ! a in 
)

が成り立つことをいう。
また、
が有限境界点 aにおいて指数 �の局所調和函数減衰性あるいはここでは省

略して LHMD性 (Local Harmonic Measure Decay property)を持つとは、ある定数
C � 1; r0 > 0が存在して

!a;r;
(z) � C

�
jz � aj

r

��

; z 2 BÆ(a; r) \ 
; 0 < r < r0(1.1)

が成り立つことをいう。特に、aはこの時正則点になっている。また、
が指数�の一
様LHMD性を持つとは、各有限境界点 aにおいて指数�の LHMD性を持ち、しかも
式(1.1)を成り立たせる定数C; r0が点 aによらず一定に取れる時にいう。

定理 1.3 (主定理). 平面領域
が境界点aにおいて指数�の LHMD性を持つならば
その点は任意の  < �に対して指数 のH�older正則性を持つ。より詳しくは、定数
M;Nに対して j'j �Mかつ j'(�)j � N j� � ajを満たす函数' : @
! Rに対
して uをDにおける上解または下解とすれば

ju(z)j � AC

�
M

r0
+

N

�� 

�
jz � aj; z 2 


が成り立つ。ただし、ここにC; r0は式(1.1)に現れる定数でAは絶対定数である。さ
らに、'が B(a; r1) \ @
において 0であるならば、

ju(z)j � CM

�
jz � aj

r2

��

; z 2 


を得る。ただし、ここに r2 = minfr0; r1gとする。
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この定理の主張において、 = �に取ることは一般には出来ない。それについては
次の節で具体例を通して述べることにしたい。
Eを C の部分集合として指数 �の Lipschitz空間��(E)を E上の実数値函数 fで次

のノルムが有限であるようなもの全体からなる実Banach空間とする：

kfk��(E) = sup
x2E

jf(x)j+ sup
x;y2E;x6=y

jf(x)� f(y)j

jx� yj�
:

一般に E � bC の場合は ��(E) := ��(E n f1g)と定義しておく。（従って、無限遠点に
おける値は一般には定義されない。）すると定理 1.3から次の大域的結果を得る。

定理 1.4. 平面領域
が指数�の一様 LHMD性を持つならば、任意の  < � に対
して調和拡張写像H
は �(@
)から �(
)への有界線型作用素となり、その作用
素ノルムは

kH
k� � AC

�
r�0 +

1

�� 

�
で評価される。ただしここにC; r0は式(1.1)における定数でありAはある絶対定数で
ある。

また、定理 1.3の後半の主張からは、次のGreen函数についての結果を得る。

定理 1.5. 境界が有界であるような平面領域
がある指数�の一様LHMD性を持つ
ならばそのGreen函数は境界の近傍で指数�のH�older連続性を持つ。

Hausdor�次元が �より小さいコンパクト集合は指数 �を持つ H�older連続な調和函
数に関して除去可能であるというCarlesonの定理 [4]から、特に上記のような領域の境
界は Hausdor�次元が �以上であることが分かる。もちろん、この主張は境界 @
が連
続体を含まない、すなわち全不連結である場合でないと意味がない。全不連結でこの
ような一様 LHMD性を持つような集合が存在するのか？それについては次の章で明ら
かにする。

2. LHMD性の特徴付け及びその十分条件

この節ではまず LHMD性の特徴付けについて述べた後、どのような条件が与えられ
た指数の（一様）LHMD性を導くかを具体的に見ていく。
リーマン球面 bC 内の 2点以上からなるコンパクト集合Eが一様完全 (uniformly per-

fect)であるとは、ある定数Mが存在して Eを分離する任意の円環A = fz 2 C ; r1 <
jz � aj < r2gについて log r2=r1 �Mが成り立つことをいう。ここで、二重連結領域A
が Eを分離するとは、C1; C2を bC n Aの二つの連結成分とするとき、

E \ A = ;; E \ C1 6= ;; E \ C2 6= ;

が成り立つことをいう。この定義で A; log r2=r1をより一般の二重連結領域およびその
modulusで置き換えても構わない。この方が評価は難しくなるが、等角不変性などは
逆に見やすくなる。例えば、一様完全集合の（リーマン球面の）擬等角自己同相写像
による像はやはり一様完全であることなどが分かる。一様完全集合のその他の同値な
定義については例えば [7]及びその参考文献を参照されたい。特に、この講演の文脈で
最も重要な特徴付けは次のものである：ある定数 c > 0が存在して任意の a 2 E n f1g
および 0 < r < diamEについて

Cap (B(a; r) \ E) � cr
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が成り立つ。ここで Cap は対数容量を表す。
次の結果が LHMD性の特徴付けを与える。本質的には Ancona [1]によるものと思

われるが、Anconaが考えていた条件は彼が“ uniformly �-regular”と呼んでいた概念
で、ある定数 " > 0が存在して任意の有限境界点 aおよび 0 < r < diam@
に対して

!a;r;
(z) � 1� "; z 2 @B(a; r=2) \ 


が成り立つ、というものであった。これは少し考えると分かるように指数 � log(1 �
")= log 2の一様 LHMD性を導くことが分かり、逆に任意の 指数の一様 LHMD性がこ
のAnconaの条件を（r=2をもっと少ない値にする必要はあるかもしれないが）包含す
ることが容易に分かる。（ついでに言えば、Anconaは実次元が 3以上の場合にしか証
明を与えていないが、平面でも同様に成り立つ。ただ、Newtonポテンシャルを考える
代わりに対数ポテンシャルを考える必要性があるために、証明は少し変わってくる。）

定理 2.1. 平面開集合
が一様 LHMD性を持つための必要十分条件は bC n 
が一様
完全であることである。

より具体的な指数についての評価も与えることが出来るが、詳しくは [8]を参照され
たい。この結果から、一様 LHMD性は擬等角不変であることも分かる。また、次数 2
以上の有理函数、非初等的有限生成 Klein群の極限集合、自己相似 fractal集合など、
一様完全であることが知られているので、例えば全不連結な例も多数みつかることに
なる。
この定理では、残念ながら LHMD性の指数の評価についてはそれほど多くのことが

望めない。そこで、実際に �を与えたときに、どのような領域がその指数の LHMD性
を持つか、という問題についてある程度の解答を与えていくことにしよう。まず最初
は � = 1に取れる場合である。

補題 2.2. 
を平面領域として、aをその有限境界点とする。もし半径 �の閉円板B
でB \ 
 =かつ a 2 @Bなるものが存在すれば、局所調和測度について

!a;r;
(z) �
arcsin

�q
1�(r=2�)2

1+(jz�aj=r)2+jz�aj=�
� jz�aj

r

�
arcsin

p
1� (r=2�)2

� 2
jz � aj

r
(2.1)

が任意の 0 < r < 2�および z 2 BÆ(a; r) \ 
について成立する。

証明. a = 0; r = 1かつ B = B(�; �)として一般性を失わない。（従ってこの場合、
1 < 2�でなければならない。）e
 = bC n Bとすれば、�0 = ei'を単位円周と @Bの共通
点で虚部が正であるものとして、

~!(z) := !a;r;e
(z) =
1

'
arg

�
1� �0z

1� ��0z

�
=

1

'

�
2'� arg

�
�0 � z
��0 � z

��
であることが直接計算により分かる。従って特に jzj = t < 1とすれば ~!(z) � ~!(�t)で
あり、さらに正弦定理から � = '� arg(�0 + t)とすれば

t

sin �
=
j�0 + tj

sin'
=

p
1 + t2 + t=�

sin'
�

1

sin'
:

を得るので、このことから

~!(�jzj) =
2�

'
=

2

'
arcsin

 s
1� 1=4�2

1 + jzj2 + jzj=�
jzj

!
�

2

'
arcsin(jzj sin') � 2jzj
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を得る。最後に 
 � e
に注意して補題 1.1を適用すれば結論を得る。

ある正定数 �に対して領域
の有限境界点 aが半径 �の閉円板Bで B \ 
 = ;かつ
a 2 @Bなるものを持つ時、この領域は一様外部円条件を満たすという。上の補題と定
理 1.4とを合わせて直ちに次の結論を得る。

定理 2.3. 平面領域
が一様外部円条件を満たすならば、
は指数 1の一様 LHMD
性を持つ。

例えば、凸領域については任意の �に対して一様外部円条件が成り立つ。特に単位
円板はこの定理から指数 1の一様 LHMD性を持つことが分かる。一方、単位円周上の
Lipschitz連続函数の Dirichlet解は一般には Lipschitz連続にはならない。例えば次の
例を考えてみればよいだろう。
単位円周上の函数 '(�) = jIm �jを考えてみる。Poisson積分を考えれば分かるよう

に、この函数を境界値に持つ単位円板内の調和函数 uの実軸に制限したものは

u(x) =
1

2�

Z 2�

0

1� x2

1� 2x cos t+ x2
j sin tjdt =

1� x2

�x
log

1 + x

1� x

と表示される。従って特に単位円板内で Lipschitz連続ではない。任意の � 2 [1=2; 1)に
ついても、この例を右半平面に写しておいてから等角写像 z1=�を考えることによって
定理 2.5が sharpであることを示す例が作れる。従って定理 1.4において一般には  = �
に出来ないことが分かる。

上の外部円 (球)条件は（一般の次元において）Poincar�eが正則性が成立するための
十分条件として導入したものである。同様に正則性のための十分条件としてよく知ら
れている外部錐条件も良い評価を与える。ここでは、さらにそれを一般化した条件を
考えよう。
平面領域
とその有限境界点 aに対して次の量を考える。

L
(a; r) =

(
�1 @B(a; r) � 
 の時、
j@B(a; r) n 
j=r そうでない時、

ただし、ここで j � jは円周上の 1次元 Lebesgue測度を表すものとする。従って特に
0 � L
(a; r) � 2�または L
(a; r) = �1である。
定義から明らかなように、例えば境界点 aを頂点とする開き角 � � 0で半径 �のく

さび形が領域の外部に取れれば L
(a; r) � �が 0 < r < �について成り立つ。

補題 2.4. � 2 [0; �]とする。平面領域
およびその有限境界点aに対してL
(a; r) �
�が 0 < r < �に対して成り立つならば

!a;r;
(z) �
4

�
arctan

 �
jz � aj

r

� �
2���

!
�

4

�

�
jz � aj

r

� �
2���

(2.2)

が 0 < r < �および z 2 BÆ(a; r) \ 
に対して成り立つ。従って、点 aにおいて

は指数�=(2� � �)の LHMD性を持つ。

Remark. 例えば、境界点 aが @
に含まれるある連続体に含まれるならば、� = 0
としてこの補題の仮定を満足する。このような場合は古典的には正則であることは知
られていたわけだが、さらに指数 1=2の H�older正則性が成り立つことまでこの補題及
び主定理から分かる。

6



証明. やはり a = 0; r = 1と仮定して一般性を失わない。
�を 
の円対称化とする。
すなわち 
� = ftei�; 0 < t < 1; 2j�j < 2� � L
(a; r)g: すると、A. Baernstein II [2]
による深い結果から !0;1;
(z) � !0;1;
�(jzj)が成り立つことが分かる。一方、仮定からe
 = ftei�; 0 < t; 2j�j < 2� � �g として BÆ(0; 1) \ 
� � BÆ(0; 1) \ e
 が成り立つから、
再び単調性補題（補題 1.1）から

!0;1;
�(jzj) � !0;1;e
(jzj) =
4

�
arctan

�
jzj�=(2���)

�
を得る。

定数 � 2 [0; �]に対して領域
が開き角 �の一様一般外部錐条件を満たすとは、ある
定数� > 0が存在して
の任意の有限境界点aに対してL
(a; r) � �が任意の 0 < r < �
に対して成り立つこととする。例えば、ある正定数 �に対して @
の任意の連結成分
の直径が �以上であるならば、
は開き角 0の一様一般外部錘条件を満たすことにな
る。特に 
が有限連結領域で孤立した境界点を持たないならば、この条件は満たされ
る。上記の補題より、このような領域については次のことが成り立つことが分かる。

定理 2.5. 0 � � � �として、平面領域
が開き角�の一様一般外部錐条件を満たす
ならば、
は指数�=(2� � �)の一様LHMD性を持つ。

3. 定理 1.3, 1.4, 1.5の証明

まず最初に定理 1.3の前半の主張の証明から始める。以下の証明は本質的には相川弘
明氏によって改良されたものである。
与えられた 'に対して uは上解としよう。この時

u(z) � AC

�
M

r0
+

N

�� 

�
jz � aj

を示せば良い。（同様にして下解 vについては �vがこの右辺で上から押さえられるこ
とが分かり、v � uに注意すればどちらに対しても定理の主張の不等式が成り立つこと
が示される。）以下、z 2 
を固定しておく。
[jz � aj � r0の場合]
j = 0; 1; : : : に対して Æj = 2jjz � ajと定める。Kを ÆK > r0となる最小の自然数と

する。すると取り方から

2�K < jz � aj=r0(3.1)

である。そこで 'j = ' � 1B(a;Æj )nB(a;Æj�1) (j = 1; 2; : : : ; K � 1)および '0 = ' �
1B(a;Æ0); 'K = ' � 1
nB(a;ÆK�1)と定める。すると作り方から ' = '0+'1+ � � �+'Kであ
る。uj = H



('j)とすれば、上解の構成の仕方から分かるように u � u0+u1+ � � �+uK

である。
さて、構成の仕方から各 j = 0; 1; : : : ; K � 1に対しては 'j � NÆj であるから、

uj � NÆj が成り立つ。また、同様に uK �M も言える。
次にB(a; Æj�1)\@
において'j = 0であるという性質を使う。まずKelloggの定理に

より非正則点は高々容量 0であるから、そのような点を除いて �uj = 0がB(a; Æj�1)\@

上で成り立つ。よって一般化された調和函数の最大値の原理により、uj � NÆj !a;Æj�1

が BÆ(a; Æj�1) \ 
において成り立つ (j = 1; : : : ; K � 1)。従って式(1.1)を用いれば
j = 1; : : : ; K � 1に対して

uj(z) � CNÆj

�
jz � aj

Æj�1

��

= 2�CN2(��)j jz � aj
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を得る。j = 0に対しては u0(z) � NÆ0 = N jz � aj � 2�CN jz � aj�であるから、上
の不等式は j = 0についても成り立っていることが分かる。
最後に j = Kについてはやはり上と同様の評価と不等式(3.1)から

uK(z) � CM

�
jz � aj

ÆK�1

��

= 2�CM2��K < 2�CM

�
jz � aj

r0

��

� 2�CM

�
jz � aj

r0

�

を得る。これらを足し合わせることにより

u(z) � u0(z) + u1(z) + � � �+ uK(z) � 2�C

�
M

r0
+

N

1� 2��

�
jz � aj

が得られる。所期の形を得るには、あとは 1� 2�� � ( � �)=2に注意すればよいだ
けである。
[jz � aj > r0の場合]
この場合は u(z) �M � M(jz � aj=r0)

から容易に所期の不等式を得る。
以上により定理 1.3の前半の主張が示された。

さて、次に定理 1.4を示す。これを示すには次の補題に注意すればよい。証明はHar-
nackの不等式を使うという初等的なものので省略する。詳しくは [8]を参照して頂きた
い。Æ
(z) = dist(z; @
)とする。ここに distは Euclid距離に関する距離を表す。

補題 3.1. � 2 (0; 1]とする。もし評価式

jH'(z)� '(a)j � Ck'k��(@
)Æ
(z)
�

が任意の ' 2 ��(@
)及び jz � aj = Æ
(z) となる z 2 
; a 2 @
に対して成り
立つならば、kH
(')k��(
) � 16Ck'k��(@
)が任意の' 2 ��(@
)に対して成立
する。

定理 1.3の後半の主張は前半より遙かに易しい。uを 'に対する上解とする。すると
最大値原理から u � M!a;r2であることが分かる。従ってこれに(1.1)を適用するだけ
でよい。
これで定理 1.3が完全に示された。後半の主張から定理 1.5を導くのも先の議論を繰

り返せばよい。より具体的には次の結果が成り立つ。

補題 3.2. Gを z0に極を持つ 
のGreen函数とする。0 < r0 < Æ
(z0) に取り

0 = fz 2 
; Æ
(z) < r0gと定める。� 2 (0; 1]とすると、次の条件は同値である。

(i) ある定数C1が存在して任意の z; w 2 
0に対して

jG(z)�G(w)j � C1jz � wj�

が成り立つ。
(ii) ある定数C2が存在して任意の z 2 
0に対して

G(z) � C2Æ
(z)
�

が成り立つ。

しかも、C1; C2を上記を満たすような最小の定数とすれば C2 � C1 � 21+�C2の関
係が成り立つ。
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4. 等角写像論への応用

この節では領域
は C 内の有界な有限連結領域で各境界成分が連続体であるような
もののみを考えるものとする。
の連結度をmとすると、Riemannの写像定理を何度
も使うことによって 
をm個の互いに交わらない解析曲線で囲まれた領域 
0に等角
写像によって写すことができる。（必要なら、さらに Koebeの定理によってm個の交
わらない円周で囲まれた領域に写像することもできる。）その逆写像を f : 
0 ! 
と
する。
�
(z)jdzjを 
の（曲率�4の）双曲計量とする。Æ
(z) = dist(z; @
)とすれば、良

く知られているように（例えば [3]を参照のこと）ある定数 c > 0が存在して 
上で

c � Æ
(z)�
(z) � 1

が成り立つ。従って特に �
(z)と Æ
(z)
�1とは比較可能である。

さてここで w 2 
を固定して f�1(w) = w0とおく。
および 
0 の Green函数で
w;w0をそれぞれ極に持つものをそれぞれ G;G0と書くことにする。すると、双曲距離
および Green函数の等角不変性から z 2 
0に対して

�
(f(z))jf
0(z)j = �
0

(z); G(f(z)) = G0(z)

という関係式を得る。Green函数Gが 
の境界の近傍で指数�のH�older連続性を持つ
ための必要十分条件は補題 3.2から、境界の近傍において G(z) � const:Æ
(z)

�が成り
立つことであった。従ってこれを 
0の言葉で書き直すと

G0(z) = G(f(z)) � const:�
(f(z))
�� = const:(jf 0(z)j=�
0(z))

�

となる。Schwarzの鏡像原理から容易に分かるように G0(z) � Æ
0
(z) � �
0

(z)�1であ
るから、このことから次の判定条件を得る。

命題 4.1. Gが境界の近傍で指数�のH�older連続性を持つための必要十分条件は
1

jf 0(z)j
� m�
0

(z)
1

�
�1(4.1)

が 
0上で成り立つような正定数mが存在することである。

さらにこの判定条件と定理 2.5を組み合わせて次の結論を得る。

補題 4.2. f : 
0 ! 
を上記のものとする。
が開き角 � 2 [0; �]の一様一般外部
錐条件を満たすならば、ある定数mが存在して

1

jf 0(z)j
� m�
0

(z)1��=�

が 
0上で成立する。

条件式(4.1)と、増本誠氏の論文 [6]における同じ方法を用いて次の結論を得る。

定理 4.3. 
を有界な有限連結領域で各境界成分は連続体からなり、さらにそのGreen
函数が指数�のH�older連続性を持つとする。このとき、(p; �) = 2��minf1; pg (1 <
p <1)とおく。もし 
上のある非負劣調和函数 sがZZ




Æ
(z)
�(p;�)s(z)pdxdy < +1; z = x+ iy

を満たすならば sは恒等的に 0でなければならない。
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この結果は @
が C1;1級で、� = 1という特別な場合は鈴木紀明氏による結果 [9]と
一致している。実際に証明は上記のような標準領域
0に読み替えて鈴木氏の結果を用
いて行われる。
特に先の補題と合わせて次の結論を得る。これは増本氏の（一様外部錐条件を満た

す場合の）結果 [6]をそのまま拡張したものになっている。

定理 4.4. f : 
0 ! 
を上記のものとする。
が開き角 � 2 [0; �]の一様一般外部
錐条件を満たすならば、p = 2�minf1; pg=(2� �=�) と定めるとZZ




Æ
(z)
�ps(z)pdxdy < +1; z = x+ iy

を満たす
上の非負劣調和函数は 0以外に存在しない。

命題 4.1の別の応用として、次の g = f�1 : 
 ! 
0の Lp-可積分性に関する結果を
得る。

定理 4.5. 
を有界な有限連結領域で punctureを持たないものとし、そのGreen函
数が境界の近傍において指数�のH�older連続性を持つとする。g : 
 ! 
0を解析
的弧で囲まれた領域への等角写像とするとき、ZZ




jg0(z)jpdxdy < +1; z = x+ iy

が任意の 0 < p < 2+�=(1��)に対して成り立つ。従って開き角� 2 [0; �]の一様
一般外部錐条件を満たす有界な有限連結領域
については、0 < p < 2+�=(���)
に対してこの式が成り立つ。

この結果は特に
が単連結の時にはBrennan予想と関係がある。Brennan予想とは単
位円板への等角写像 g : 
! D としたとき、

RR


jg0(z)jpdxdy < +1が任意の 0 < p < 4

について成り立つであろう、というものである。現在の最良の値は p < 3:39というCh.
Pommerenkeによるものであるが、上の定理からは少なくとも p < 3については常に
正しいことが保証され、さらに �が大きければより良い結果が得られることになる。
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